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(Представлено академиком С. М. Никольским 21 VIII 1973)

Б. С. Мптягин в (4) и А. П. Кальдерон в (3) нашли все нормированные 
пространства, являющиеся интерполяционными (ассоциированными) (‘, 3) 
между (А,, П„) и (A,, L^). Целью настоящей работы является описание 
всех нормированных интерполяционных пространств между (Аф, Ь„) и 
(Ц, L»).

Пусть ф=фЦ), £е[0, со)непрерывная строго возрастающая вогнутая 
функция такая, что ф(0) ==0, ф(оо)=оо. Если R — множество с о-конечной 
мерой и, то через Ll=Ll(R, у), Ь^=Ьт (R, у), АФ=АФ(7?, ц) обозначаются 
линейные (нормированные) пространства вещественнозначных измеримых 
функций z на (R, у,), для которых конечны соответственно нормы

l|z||Ll= j IzJcZjJt,
R

со

||z||z, =vraisuplz|, I|z||a = fz’(s)^(s) 

(z* — перестановка функции |z| на полуось (0, °°) в невозрастающем по= 
рядке (2,3)).

Теорема 1. Пусть x^Av(Rl, jil)+Lai(Rl, щ) =&, y^Li(Rz, p2) + 
+£/<„ (2Ц, ц2) =&.

Для существования линейного оператора Т-. S^Sz такого, что

IIЛ Л IIЛД ->jL

необходимо и достаточно, чтобы
i ф’1(О

Ji/*(s)ds< J х"(s)d<p(s) (К)
О о

при всех t>0.
Доказательство. Необходимость. Пусть у=Тх, 

IITIIa^-i.^1, IITL^-b^l. Если х=х0+х>_, Щ)еЛф, Xi^Lx и IkilL^a 
(a>0), то существует представление y—yo+yi такое, что Нг/оНгч^П^оПл , 

например, у0=Тха, у^=Тх^. Отсюда следует, что при а>0

inf U0|k> inf ||i/o||l>-
Ыью<«

Xo+Xi=x Vo+Vi=y

Каждый из этих инфимумов легко вычисляется. Например,

inf (x—xi)*(s)d(p(s)
|4|SW о

достигается, очевидно, при жДп) =«(n), когда |яг(п)|<а, и
со

xl(rl)=a sign х(т\), когда ^(гД^а, пе/Д, и равен $ (x*(s)~a)+dtp(s), 
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где a+=max(tz, 0). Аналогично, второй инфимум равен $ (y*(s) —a)+ds. о
Таким образом,

00 ОО t t

J (rc*(s) — a)+dtp(s)> J (t/*(s)—a)+ds> J (y'(s') — a)+ds> J y’fj'jds—at
О ООО

при £>0. Возьмем теперь а=ж"(ф_1(г)). Получаем
оо ф~‘(0

(£(s)-a:*(tp-I(i)))+dip(s) = J (х‘(s')-—х‘(q>~1 (t))) diets') =
О о

Ф-‘(О t

= j re* (s) dtp (s) —ж* (tp-1 (i)) J z/’(s) ds—;r* (tp_1 (i)) £,
О о

и необходимость условия (К) установлена.
Достаточность. Пусть жеЛф+Аоо, y^Li+L^ и выполнено (К).
Сначала рассмотрим случай, когда у — простая неотрицательная функ- 

ция, у(г2) =£ УгХеДг2), у^ ... >уи^0, %е {(г2) — характеристические функ- 
г=1

ции непересекающихся измеримых множеств е;<=/?2 конечной ц2-меры.
г

E
t

pi2(e;), »=1, Функция S y* (s) ds равна 0 в нуле,
7=1

линейна в интервалах (i>_i, Z,), j=l,и постоянна в интервале (£„, °°). 
Будем временно считать^что (7?i, рц) —это полуось (0, °°) с мерой т 

Лебега. Построим оператор Т: Si~^S2:
Ф_1«с)

п л

j z(s)dqp(s) ■ zsSp
г=1

При геЛф имеем
п 

г=1

оо

< J z’(s)dtp(s) = ||z|Lqi
о

(CM. О).

При z^L^ имеем
__

IlTzIk Стах ——— |z(s) ldtp(s)<
1<г^пМ-2(вг) *

Ф ‘(4-1)

Ф’*(^)

Стах-——— ( dtp(s) •||z|Loo=||z||I,oo
Цз \&i)

Ф-фг)

(так как $ dtp(s) =i—ii-i=pi2(e,)).

Кроме того,

г=1

1

Цг(е«)

ф-Дгг)

f х’ (в)йф(в)хч.
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Заметим, чти

3=1

ф-‘(*0 к

О о

а так как функция S (Т®*) * (s) ds равна О в нуле, линейна в промежутках 
О

(i,_i, Л) и постоянна в промежутке (tn, °°), то при всех £>0
t t
J (Tx')'(s)ds> J y’(s)ds.
0 0

Теперь с помощью теоремы Кальдерона (3) можно засвидетельство­
вать существование линейного оператора Т: Li ((0, °°), тп) +£„ (£0, °°), тп) -> 
->Л,(Т?2, ц2)(#2, Цг) такого, что ТТх*=у и ||7Г||Ь1_>Х.1=^1, ||3"|L00_^r.00=^l.

Вернемся к произвольным у,<. По той же теореме Кальдерона най­
дется линейный оператор Т такой, что

Так как пространства ЛФ(7?1, y.i) и Лф((0, °°), тп) точно ассоциированы 
(3) относительно пар (Ll(Rl, p,j), L^(Ri, pu)) и (^i((0, °°), тп), Lx((0, 
°°),тп)), to

Лф(К.,Щ)^Лф((0,о=),т) 1.

В силу всего сказанного, линейный оператор Т=ТТТ обладает теми 
свойствами, что IITII^l.^I, IITIk^b^l и Тх=у.

Пусть теперь (К) выполнено с неотрицательной функцией у из S2. 
Пусть 0=CyneS2, уп — простые функции, уп]у почти всюду. Поскольку

0 0 0

J уп* (s) dssz J у* (s) ds J x* (s) dtp (s),

то по уже доказанному существуют линейные операторы Tm которые 
удовлетворяют неравенствам || < 1, 1 и таковы, что
Т пх у п.

Рассмотрим на Li(R2, y,2)+Lco(R2, ц2) слабую топологию о(Д+£„, П), 
где Г — пространство всех ограниченных измеримых функций на R2 с 
носителем конечной щ-меры (двойственность обычная: <z, z'>=^ z-z'dy2).

Легко видеть, во-первых, что единичные шары пространств Л, и ока­
зываются замкнутыми в этой топологии в Lt+L„; во-вторых, Laa(Ri, у,) 
плотно в Лф(7?!, щ) +L„(Ri, juti); в-третьих, единичный шар пространства 
L^(R2, у,,) компактен в топологии о (£<+£«,, Г) (даже в топологии
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