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1°. В теории функций комплексного переменного, в частности, в вопро­
сах базиса, полноты и интерполяции важное значение имеет использова­
ние идеи двойственности ((‘,2), см. также обзор (3) и работы (13,14)).

Настоящая работа возникла из рассмотрения следующих конкретных 
задач теории функций комплексного переменного: (1) задачи о базисности 
системы Дирихле (ех,,г) в замыкании своей линейной оболочки в различ­
ных пространствах аналитических функций и (2) интерполяционной за­
дачи о восстановлении целой функции f(z) из определенного класса по 
ее значениям с„ в узлах интерполяции Обе задачи, как мы показыва­
ем, связаны естественной двойственностью. Заметим, что соотношение 
вида (1)=>(2) в некоторых важных частных случаях по существу было 
доказано А. Ф. Леонтьевым (4,12) (см. также (15)).

В работе исследуется связь между базисностью системы (жп) элемен­
тов локально-выпуклого пространства X в замыкании своей линейной обо­
лочки и разрешимостью некоторой двойственной интерполяционной зада­
чи в сопряженном пространстве X'.

2°. Пусть X — отделимое полное локально-выпуклое пространство, то­
пология в котором задается набором полунорм (|| • ||р, р~Р), X' — сильное 
сопряженное пространство. Пусть п—1, 2,...)—некоторая после­
довательность элементов X, отличных от нуля. Введем в рассмотрение два 
пространства последовательностей, порождаемые системой пространство

£ = {с=(с„): VpePi |с|р = У, |сп| ||а;„||р < °°|

п
с топологией, определяемой набором полунорм (| с | р, р^Р), и простран­
ство *

* Полагаем, если нужно 1/0=°° и 0/0=0.

£"=■1 с'=(с„/): |c'l/==sup <°°l
I n IlZnllp J

с топологией сильного сопряженного относительно двойственности, зада­
ваемой формулой

п

Эта топология, как нетрудно видеть, совпадает с топологией индуктив­
ного предела, определяемой в Е' системой неограниченных норм (| с' | р, 
р^Р) (5,6). Будем изучать связь между следующими утверждениями:

(£) Последовательность g является базисом в своей замкнутой оболоч­
ке F=span £ в X.
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(Z) Для любой последовательности (in)eE'/ существует х'^Х' такой, 
что х'(хп) =tn, и=1,.... (будем говорить также, что разрешима ин­
терполяционная задача (X', |)).

(В') | образует регулярный базис в B=span т. е. всякий эле­
мент x^F допускает единственное разложение х= £ спхп такое, что

п

Vp^q, С>0 У1, |cn|||a;„||p^C||x||g.
п

(Г) Для всякого равностепенного непрерывного множества А<=Е' най­
дется равностепенно непрерывное множество В—Х' такое, что

V(£„)e/L. Ях'^В x'(xn)=tn, 72=1, 2,...

(интерполяционная задача (X', ~) равномерно разрешима).
3°. Лемма 1 (С), следствия 8.6.9, 8.6.17 и теорема 8.6.13). Пусть 

X, Y — отделимые локально-выпуклые пространства, X', Y' — сильные со­
пряженные пространства. Пусть Т: X-+Y — линейный непрерывный опера­
тор, Т': Y'-^X' — оператор, сопряженный к Т.

Тогда следующие утверждения равносильны:
а) Т -= изоморфизм X в Y;
б) для всякого равностепенно непрерывного множества А<НХ' найдет­

ся равностепенное непрерывное множество В<=Х' такое, что Т'(В)=А.
Если X и Y — F-пространства, то утверждение б) можно заменить сле­

дующим:
в) T'(Y')=X'.
Теорема 1. Пусть X — отделимое полное локально-выпуклое про­

странство. Тогда:
а) (В')^(Г);
б) если X —• F-пространство, то (В') -<=> (Z).
Доказательство. Рассмотрим операторы: Т: Е-+Х\Тс—£ спхп, 

с=(с,)^Е; Т': Х'-+Е'\Т'{х') = (х'(ж„)), т/т.Х'. Это линейные непрерыв­
ные операторы, причем Т' является сопряженным оператором для опера­
тора Т, поскольку

{Т'х') (с) = У'1х'(хп)сп=х' (У’.са) = х'(Тс), х'е=Х', (сп)^Е.
п п

Утверждение теоремы теперь вытекает из леммы, если заметить, что 
утверждения (В'), (Z) и (Г) равносильны соответственно следующим:

а) Т — изоморфизм Е-НХ-,
б) Г(Х')=Г;
в) для всякого равностепенно непрерывного множества Ai—E' найдет­

ся равностепенно непрерывное множество В~Х' такое, что Т'(В)=Л.
Следствие 1. Пусть в условиях теоремы X ядерно. Тогда в ее фор­

мулировке (Z?z) можно заменить эквивалентным ему утверждением:
(В") (хп) —равностепенно непрерывный базис в F=span(xn').
Действительно, в этом случае утверждение (В') => (В") очевидно, 

а (В") => (В') является простым следствием теоремы Дынина — Митягина 
об абсолютности равностепенно непрерывного базиса в ядерном простран­
стве (см. (7), теорема 10.2.1).

Следствие 2. Пусть в условиях теоремы X — F-пространство. Тогда 
(В') эквивалентно условию:

(В'") (ж„) — абсолютный базис в F.
Наиболее законченный результат получается для ядерных Z’-прост- 

ранств.
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Т е о р е м а 2. Пусть X — ядерное F-пространство. Тогда 
(В')^(В)^{1)^{1').

4°. Приведем некоторые конкретные примеры. Пусть D — односвяз- 
ная область, не содержащая бесконечно удаленной точки, CD — ее допол­
нение, А (Р) и A {CD) — пространства аналитических функций, регуляр­
ных соответственно в D и на CD, с естественной топологией равномерной 

сходимости. Пусть /(z) = S [inzn — целая функция, причем цп=А0, и=0,1,...
О

оо

Введем, следуя (2), класс (ц„, D) всех целых функций g(z) = S anzn таких, О
ео 

что S «„p,rfz_n^1=g'J (z)e.4 (СП). Положим для произвольных элементов 

x{z)<=A{D) и g(z)E(n„, D):

1 с

L

где L — спрямляемый контур, разделяющий особенности x{z) и g/(z).
Тогда, как легко видеть, билинейная форма <£, х~> устанавливает двой­

ственность между пространствами Х=А ф) и Х'= (ц„, D).
Пусть сначала a:n°=/(2i„z), где (Хп) — последовательность различных 

точек плоскости z, и пусть FD — замыкание по топологии в А (О) линей­
ной оболочки последовательности (ж„). По теореме 2 {х^) является бази­
сом в FD тогда и только тогда, когда разрешима интерполяционная за­
дача [ (ц„, D), (жп°)]. Полагая, в частности, D={z- |z| <°°} и применяя 
критерии разрешимости интерполяционной задачи в классе [р, °°), при­
надлежащий А. Ф. Леонтьеву (8), получаем

Следствие 3. Пусть /(z) = X Ц-Х1, ^,„=#0, и=0, 1,...,

lim п1/р| 11/n<°o, lim га1/р| ц„| 1/и>0, 0<р<°°.

Пусть, далее, {Кп) — последовательность различных комплексных чисел, 
|Х„| t°°, га-*оо.

Для того чтобы последовательность (/(Xnz)) была базисом в FD, необ­
ходимо и достаточно, чтобы:

a) lim п1/р | | “*<«>,

б)
1

1К(М1
< оо;

здесь i]?s(z) = П (1—z”7%n'”), тп — целое число, тп>р; Ds, .4=1, 2,..., р,— ,Ц<=.ПО
углы раствора, меньшего 2л/тп, покрывающие всю плоскость, причем со­
седние углы имеют непустое пересечение.

Используя тот факт, что все базисы в А (О) квазиэквивалентны (9), 
получаем из теоремы 2 также

Следствие 4. Пусть (ж„(г)) — полная система функций из A{D). 
Интерполяционная задача [ (ц„, D), {хп) ] разрешима тогда и только тогда, 
когда существуют: а) последовательность положительных чисел {tn), 
б) перестановка (/„) ряда 0, 1, 2,... и в) автоморфизм Т пространства 
A{D) такие, что xn=tjnT(Ain, га=0, 1,..., где a {z) — функция, конформно 
отображающая область D на единичный круг.

Справедливо также
Следствие 5 (см. (10)). Пусть последовательность {xn{z)) полна в 

Аф), где D — круг | z | <R, 0<R<.°°. Если разрешимы две интерполяци- 
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оннъге задачи !(д„, А), (z„) ] и [(ц„, В2), (Х)1, где Д={г: | z | <гг}, 
0<Г1<г2<й, то существуют числа Ri и R2 (радиусы разрешимости), обла­
дающие следующими свойствами:

а) 0^Rl<r1<r2^R2^R;
б) любая задача [(р,п, D), (хп)], где D={z-. |z|<r}, R^r^R^ разре­

шима;
в) если D имеет непустое пересечение с кольцом Ri< | z | <R2 и D от­

лична от круга | z | <г, где Rl<rsZR2, то интерполяционная задача 
[ ([An, R), (ж„) ] неразрешима.

Такая ситуация имеет место, например, в случае, когда /(z)=ez и 
хп(z) =znel‘nZ, |n=0,.... (вариант задачи Абеля — Гончарова). 
Здесь 7?s=0, a R^w, где w — постоянная Уиттекера, 0,729..<и?<0,731.. 
(см. (2, “)).

Результаты, изложенные в этой заметке, возникли следующим образом. 
М. М. Драгилев еще в 1964 г. (работа, к сожалению, не была опубликова­
на) получил соотношение (В) (I') для случая, рассмотренного в 4°, при
этом им, по существу были введены пространства Е, Е'. Позднее Ю. Ф. Ко­
робейник, отправляясь от своих прежних работ (см., например, (13)), не­
зависимо получил, используя двойственность типа леммы 1, простое дока­
зательство утверждения (В') > (7) (в несколько иных терминах); по­
скольку задача (7) была лучше изучена, нежели (7х), это позволило ему 
получить ряд разнообразных применений, которые будут изложены в от­
дельной статье. После того как результаты двух авторов были доложены 
одновременно на семинаре М. Г. Хапланова, В. П. Захарюта обратил вни­
мание на связь между задачами (7) и (7х); по его инициативе было осу­
ществлено значительное обобщение первоначальных результатов (при 
сохранении прежней схемы доказательства) и найдена более простая 
форма изложения, предлагаемая здесь.

Окончательный вид настоящей статьи является результатом усилий 
всех трех авторов.
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