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В работах (1_4) задача изучения связи, существующей между гомоло­
гическими свойствами замкнутого множества А, лежащего в локально-ком­
пактном пространстве X, и его дополнения В—Х\А, решается законом 
двойственности Колмогорова. Во всех указанных выше работах рассматри­
ваемые группы гомологии берутся над компактной группой коэффициен­
тов, а группы когомологии — над дискретной. В работе (5) Е. Г. Скляренко 
для введенных им канонических групп гомологий доказал изоморфизм 
ВДВ, G)»Hn(X, A, G) в случае, когда G — модуль над некоторым коль­
цом с единицей, но при условии, что X — метризуемое пространство.

В данной работе мы рассматриваем группы гомологии Колмогорова К
И, АХ, G) над дискретной группой коэффициентов (6,7) и для них дока­
зываем закон двойственности Колмогорова, причем без условия метризуе­
мости.

Пусть X — локально-компактное, паракомпактное хаусдорфово прост­
ранство, G — дискретная группа, а 5= {Z)a} — система всех регулярных ло­
кально-конечных разбиений, т. е. система таких локально-конечных разбие­
ний, у которых все элементы имеют компактное замыкание. Так как для 
каждого Da^S его нерв Ха является локально-конечным комплексом, 
а симплициальное отображение nfa: Х^Ха, определенное вписанностью 
IX>Da, является локально-конечным, то однозначный симплициальный 
спектр {Ха, л^} порождает однозначный обратный спектр {Cnnf (Ха, G), 
л₽а*} групп бесконечных цепей. Предельную группу этого спектра обозна­
чим через Сп(Х, S, G). Граничный оператор д: Сп(Х, S, G) ->~Cn_t (X, S, G) 
индуцируется граничными операторами да: Сп(Ха, G) ->-Сп_1(Ха, G). Груп­
пу гомологии цепного комплекса С.(X, S, G) обозначим через Нп(Х, S, G) 
и назовем группой Чогошвили второго рода.

Теорема 1. Для локально-компактного, паракомпактного хаусдорфо- 
ва пространства X группа цепей Колмогорова Fn(X, G) изоморфна группе 
цепей Сп(Х, S, G) как над компактной, так и над дискретной группой ко­
эффициентов, причем этот изоморфизм перестановочен с граничным опера­
тором.

Следствие 1. Имеет место изоморфизм

Нп(Х, С)«Я„(Х, 5, G).

Если для каждого Da^S определим целочисленную группу конечных 
коцепей С/п(Ха) нерва Ха, то получим прямой спектр [Cfn(,Xa), ла?*}, 
предельную группу которого обозначим через Сп(Х, S), а группу когомо­
логии — Нп(Х, S).

Л е м м а. В условиях теоремы 1 имеет место изоморфизм

Cn(X, S, G)~Hom(C"(X, S), G).

Из леммы и теоремы 1 следует, что

Fn(X, G) ~Hom (С” (X, S), G).
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Теорема 2. Пусть задан прямой спектр {Ма, свободных групп
Ма, удовлетворяющий следующим условиям:

1) В каждой группе Ма выделен базис Ba—{g,a, g2a,..., gTa,..
2) Для каждой пары а<ф, а, JJeZ, множество индексов {1, 2,..., 

т(0),...} элементов базиса В-р разбивается на непересекающиеся конечные 
подмножества 1^, 12а\ ..., /ц»), ■■ ■ таким образом, что

Pag (gi“) =

У, если ф,

г

0 , если = ф,

для i=l, 2,..., т(а),...
Тогда предел прямого спектра {Ма, ра$} является свободной группой.
Эта теорема является обобщением теоремы 3, доказанной в работе (8), 

для случая, когда —конечные базисы.
Следствие 2. Так как прямой спектр {Cfn(Xa), nais*} удовлетворяет 

условиям теоремы 2, то группа Сп (X, S) является свободной.
Локально-конечное открытое покрытие пространства X назовем регу­

лярным, если замыкание каждого его элемента является компактным под­
множеством (9).

Рассмотрим систему {Оа} регулярных локально-конечных открытых 
покрытий. Нерв Na каждого Оа и симплициальное отображение pfa: Nt->~Na, 
порожденное вписанностью являются локально-конечными.

Когомологическую группу пространства X над дискретной группой ко­
эффициентов G, порожденную прямым спектром соответствующих когомо­
логических групп конечных коциклов нервов всех локально-конечных ре­
гулярных покрытий пространства X, обозначим через 6”(Х, G) и назовем 
группой Кудрявцева (9).

Теорема 3. Для локально-компактного, паракомпактного хаусдорфо- 
ва пространства X имеет место изоморфизм

Нп(Х, S, G)^6n(X, G).

Обозначим через Н±п(Х, G) группу когомологий, определенную на си­
стеме всех конечных открытых покрытий, в которых все элементы, за ис­
ключении быть может одного, являются ограниченными (т. е. имеют ком­
пактное замыкание) (10).

Как известно (10), в случае локально-компактного пространства X име­
ют место следующие изоморфизмы:

//Д“(Х, С)«Я"(Х, С)«Я"(Х, *; G),
А

где Нп(Х, G) —группа когомологии Александрова с особыми подкомплек­
сами (2), а Нп(Х, *; G) — группа Александрова — Чеха пары (X, *) (X— 
одноточечная компактификация пространства X).

Теорема 4. Для локально-компактного, паракомпактного хаусдорфо- 
ва пространства X имеет место изоморфизм

НЛп(Х, G)~8n(X, G).
Эта теорема является обобщением теоремы 1 из (9), так как снимается 

требование второй аксиомы счетности.
Опираясь на теоремы 1—4 и лемму, а также на теорему 4.1 из (1!), 

гл. 3, получаем следующее утверждение.
к

Теорема 5. Для групп гомологии Колмогорова НДХ, G) локально­
компактного, паракомпактного хаусдорфова пространства X над дискрет­
ной группой коэффициентов G имеет место формула универсальных коэф­
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фициентов (распадающаяся в прямую сумму)

0-*Ех1(Яп+1(Х, *), G)^Hn(X, G)->Hom (Нп(Х, *),G)->0.
Следствие 3. Для локально-компактного паракомпактного хаусдор- 

фова пространства X и пары (X, *) группы гомологии Колмогорова над 
дискретной группой коэффициентов изоморфны между собой, т. е.

Нп(Х, G)~Hn(X, *; G).

Теорема 6. Теория гомологии Колмогорова на категории компактных 
пар относительно инварианта.

Используя точность теории гомологии Колмогорова, а также теорему 6 
и следствие 3, мы получаем следующее утверждение.

Теорема 7 (двойственность Колмогорова). Пусть (X, А) — компакт­
ная пара такая, что Х\Л — паракомпактное подпространство.

Тогда при условии ацикличности пространства X в размерностях п, 
п+1 для групп гомологии Колмогорова как над компактной, так и над дис­
кретной группой коэффициентов имеет место изоморфизм

И (A, G)*Hn+l(X\A, G).

Замечание. Теорему двойственности Колмогорова можно обобщить 
на случай локально-компактной, паракомпактной пары (X, Л), используя 
теорему 7 и точность.

Пусть на категории компактных метрических пар задана некоторая 
точная гомологическая теория, удовлетворяющая аксиомам Милнора (е). 
Пусть X — локально-компактное, метрическое пространство. Тогда группу 
гомологии На(Х) этого пространства можно определить как группу гомо­
логии пары НДХ, *). Обозначим через С'Д1 (К, G) группу бесконечных це­
пей локально-конечного комплекса К, а через | К | — пространство этого 
комплекса. В работе (12) доказано следующее утверждение.

Теорема. Если К — счетный, локально-конечный CW-комплекс, тог­
да группа гомологии II q (| К |) изоморфна группе гомологии цепного ком­
плекса СТ1 (К, G).

Это утверждение справедливо и для пары (К, L).
Следствие 4. Пусть А — компактное подмножество сферы Sn+l. Обо- st

значим через ПДА, G) группу гомологии Стинрода пространства А, а 
Hq (С. (К, G)) — группу гомологии бесконечных цепей триангуляции К 
простраства 5”+1\Л. Используя приведенную выше теорему Милнора, а 
также теорему 7 нашей работы и теорему 7 из (6), мы получаем закон двой­
ственности Стинрода

St к к
ИДА, С)*НДА, G)~Hq+i(Sn+i\A, С)-Нч+ДС^(К, G))

для 0<q<n.
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им. А. М. Размадзе 2 XI 1973
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