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МАТЕМАТИКА

В. С. МИТЯГИН, Е. М. НИКИШИН

О РАСХОДИМОСТИ СПЕКТРАЛЬНЫХ РАЗЛОЖЕНИЙ
В СРЕДНЕМ И ПОЧТИ ВСЮДУ

(Представлено академиком С. М. Никольским 29 11973)

В настоящей заметке в дополнение к (из) доказана расходимость 
спектральных разложений (в частности кратных рядов Фурье при шаро­
вом суммировании) некоторых функций из Lp в другом Lr, кроме случая 

исключаемого теоремой Рисса — Фишера. В уточнении результата 
(2) о существовании в LP(TN), р<2, А>2, функции с расходящимся почти 
всюду рядом Фурье даны оценки снизу частичных шаровых сумм таких 
рядов.

1. Пусть A(s) —эллиптический многочлен N переменных, и А — не­
которое полуограниченное самосопряженное расширение оператора Amln= 
=A^i ——| Со°° (G), где G— открытое множество в RN; обозна­

чим через Е>. спектральное разложение единицы для А. Через S,/nLp(G) 
будем обозначать пространство функций / из LP(G), тожде­
ственно равных нулю вне некоторого компакта K(f) <=G.

Теорема 1. Сходимость в Lr(G) спектральных разложений E>j для 
всех /еД, (G) имеет место тогда и только тогда, когда р^2^г.

N

В том частном случае, когда A (s) =— У, sft2, G=TN — куб в R* со сто- 
1

роной 2л и А — расширение Amin, порожденное периодическими гранич­
ными условиями, мы получаем

Предложение 1. Шаровые частичные суммы
EJ= У, Дехр(г</,2:>)

кратного ряда Фурье сходятся в Lr(TN), N>2, для всех f^LP(TN) тогда и 
только тогда, когда р~>2^г. В частности, существует непрерывная функ­
ция на торе TN, шаровые частичные суммы ряда Фурье которой не огра­
ничены во всех LP(TN) при р>2.

Теорема 2. Если р<2 и "f<(A—1) (1/р—’А), то существует 
f^Lp(G) Л<Г0' такая, что

„ , п | 00Jfv(/) = sup = оо
(logX)v

на множестве положительной меры. В условиях предложения 2 такую f 
можно выбрать так, что Mv(f) (х) =°° почти всюду на торе.

2. Доказательства, как ив (’), основаны на двух леммах: одна лемма 
является количественным уточнением известного результата Ч. Феферма- 
на о шаровом проекторе, проведенного Б. С. Митягиным в (’); другая 
основана на результатах Е. М. Никишина о слабом типе сублинейного опе­
ратора (4). Сформулируем эти леммы в нужном нам виде.

551



Лемма 1. Пусть р=£2 и у<(N—1)|‘/2—1//>|, F — некоторый компакт 
в G положительной меры.

Тогда
\\PfEkPf\\p>C(\o^Y,

где PF — проектор умножения на характеристическую функцию множе­
ства F, а С>0 не зависит от X.

Лемма 2. Пусть М: Lp (G) L° (G) —сублинейный ограниченный 
оператор, р^2.

Тогда для любого е>0 найдется компакт F, mesF>mesG—е, если 
mesG<°°, или mes F>i/e, если mesG=°°, такой, что оператор PFMPF имеет 
слабый тип (р, р).

Отметим, что все операторы типа PFMy(j), действующие из Lp в Ло(2?), 
являются сублинейными и, если предположить, что на всех функциях 
из Lp

>?(/)<°°
почти всюду, то операторы такого сорта становятся ограниченными 
в смысле Доказательство этого факта можно найти в работе (4).

3. Доказательства теорем. В силу самосопряженности Et. и 
поскольку LP(F) вложены друг в друга, если mesF<°°, достаточно при 
анализе теоремы 1 рассмотреть лишь случай г=1 и р<2. Предположим, 
что G'<=G, mes G'<°° и

lim(£,J)=/
00

для любой j^LP(G'), р<2. Тогда нормы ||£х: LP(G') -+L' (G') || равномерно 
ограничены и сублинейный оператор

°° I
W)(x)= V |(£W)(x)|— (1)

n—1

действует из Lp в Lo. Действительно, ряд интегралов 

£1
сходится. Так что ряд (1) сходится почти всюду. По лемме 2 сублинейный 
оператор PFMPF имеет слабый тип (р, р) для некоторого компакта F<=^G'. 
В сплу ограниченности Е>. в L1 этот оператор имеет сильный тип (2, 2), 
так что по интерполяционной теореме Марцинкевича PFMPF ограничен 
в LT(F) для любого ге(р, 2]. Но ||Е12’7||г^^ПЛГ/Нг, так что HPFMPFl^n2C, 
и в силу леммы 1 27"<С1Пг прп всех п=1, 2,... и некоторых ?>0, С,>0. 
Это противоречие доказывает теорему 1.

Уточнение проведенных рассужденпй показывает, что справедливо 
Предложение 2. Если р<2 и ё<(П—1) (1/р—‘/2), то для любого 

компакта F, 0<mes F<°°,

li m------------------ ---------------------------= oo
(log A.)’

Аналогично доказывается теорема 3.
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