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Точки n-мерного эвклидова пространства Rn будем обозначать х= 
= (xi,..., хп) или г/=(г/1,..., уп), а также буквами Р и Q. Символ д обо­
значает границу множества, В — единичный шар в Rn, тп(В) —его объем, 
В(Р, г) = {х^Вп; ||х—Z’Hcr}.

Пусть GaRn и /(х) — вещественная функция, заданная на G, тогда

П/(ж)||0=| J [/(x)]ndx| ,

G

где dx — элемент объема в Rn. Кривая у есть непрерывный образ отрезка 
[О, 1], и интеграл $ р dA' от измеримой по Борелю функции понимается

V
как интеграл по одномерной мере Хаусдорфа; в случае, если у спрямляе­
ма, то $ р ds понимается как интеграл Лебега — Стильтьеса, где ds — эле- 

V
мент длины.

Пусть Г — семейство кривых в Rn; совокупность метрик, допустимых 
для Г, обозначаем ^(Г); модуль семейства Г обозначаем М(Г) (см. (’)). 
Пусть Г — некоторое семейство спрямляемых кривых, лежащих в области 
GcRn. Рассмотрим вещественную функцию /(х) на G, для которой:

(I) />0 на G и /(х)->0 при x->-dG;
(II) / удовлетворяет на G условию Липшица с константой (1—а), где 

0<а<1.
На совокупности /'’(Г) допустимых для Г метрик р(х) таких, что 

р (х) =0 вне G, определен оператор Тf,

(7» (х) = (т(Б))-‘ j p(x+/(x)y)dy, xeG.
уеВ

Если p(x)eF(r), то Tfp является непрерывной функцией на 
G\{x^G: /(х)—0}. В силу (II) /еАСЬ и отображение х-*-х+/(х)у, 
||у|| <1, осуществляет квазиконформный гомеоморфизм G на себя, оставляя 
неподвижным множество {x^G: /(х)=0).

Лемма 1. Если f(x) удовлетворяет (I), (II), то для любой
р(х)^Е(Г)

П^рП^ПрПга-1.

Если уеГ и ■ф„(у)еГ при любом у^В, то

J (7’/p)ds>(2—а)-1.
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При доказательстве этой леммы применяются те же рассуждения, с по­
мощью которых в (2) были получены аналогичные оценки.

Будем говорить, что семейство Гв аналитично на открытом множестве 
D, если для любой уеГо существует параметризация <p(i)

у = {хе7?п: х4=ф((0, fe[0,1], i=i,...,n}

такая, что Ф.(£)—вещественные аналитические функции в окрестности 
всякой точки (0, 1), для которой ф (t) <^D.

Теорема 1. Пусть G — область в Rn, F, и F2~ непересекающиеся 
компактные множества на dG, D — открытое множество, D^G. Пусть Г — 
семейство всевозможных кривых в G, соединяющих F, и F2, а Гр — сово­
купность тех кривых из Г, которые аналитичны на D. Имеет место равен­
ство М(Г)=Л/(ГВ).

Доказательство. Пусть d есть расстояние между dD и dG.. 
{Bi(Pi, d/2)} —конечное покрытие dG и пусть D'—G\UB{. Функция

/ег(х') при 2:eGAG(U£i),
/(*) = при x^D',

i

где г(х) — расстояние до dGUdD', при достаточно малых е>0 удовлетво­
ряет условиям (I), (II) и является аналитической функцией на D', отку­
да следует, что при любом у^В переводит Гв- в себя. В силу леммы 1 
при любой р(ж)еГ(Гс.) метрика (1+е)7’/реГ(Гв>). Пусть d' — расстояние 
между dG и dD', {Вj(Qd'/2)}—конечное покрытие dG, и пусть D"= 
=G\\)B;. Пусть

егДя) прп xeGXflBj,

при x^D",

где Т1 (х) — расстояние до dGUdD". Для любой p(z)eF(rB-) метрика 
р= (l+e)271/,7’/pe7''(rD//) и непрерывна в G. При этом

||р||0"<(1+е)2"(1-е)-2||р||(Л
Произвольную кривую уеГ можно равномерно аппроксимировать кривы­
ми из ГВ". Пользуясь непрерывностью р(ж) и переходя к пределу в инте­
грале Лебега — Стильтьеса, получаем

§ р (ж) ds = lim § р ds > 1,
v v'-y v'

т. е. j5(®)eF(r). Следовательно,

АГ(Г)<||рПо”<(1+е)2"(1—e)_2||p||G",
откуда в силу произвольного выбора е>0 и рЕЕ(Гв>) имеем А/(Г)< 
СМ(ГВ-)^А/(ГВ). Неравенство М(Гв)(Г) очевидно, и теорема, таким 
образом, доказана.

Пусть теперь £<=[ 0,1] — линейное канторово множество положитель­
ной длины и 2?=БХБХ.. .XL. Множество Е имеет положительную

(n—1) раз

(п— 1)-ю меру Хаусдорфа. Покажем, что оно является NED-множеством 
в Rn в смысле определения Вяйсяля (3). Возьмем Л и F2 — непересекаю­
щиеся континуумы в Rn\E, где предполагается, что множество Е лежит 
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в гиперплоскости {жп=0}. Пусть Г — семейство спрямляемых кривых, со­
единяющих F, с Рг, а Го — семейство тех кривых из Г, которые не пересе­
каются с Е. Нам надо показать, что ТИ(Г) =М(Го). Возьмем какое-либо от­
крытое множество D такое, что E^D^[)~Rn\ (FiUT^). В силу теоремы 1 
достаточно показать, что М(ГС)^ЛГ(ГО). Возьмем р(ж)е77(Г0), для кото­
рой $ [p(z) ]ndx<°°. Задав произвольно е>0, найдем (п—1)-мерное откры­
тое множество С7<={а:п=0} и б>0 такие, что E^U, С7Х[— 6, б]<=£> 
и $ р”с/ж<е. Рассмотрим метрику

их[-а,0]

р (,г), если X (—6, 6)
Р* W = если х G {хп — 0},

• , ^п~11 #п) Р (*^15 • • • J 1, *^п). если xEEU X (— б, 6).

Имеем р*е/?(Г0) и ||р*||д"^||р|1к',+О(е). Возьмем кривую В силу
своей аналитичности на D, она либо содержит континуум, лежащий в ги­
перплоскости {ж„=0}, либо пересекается с Е в конечном числе точек 
Qt, Qz,... Qm. В первом случае интеграл от р* по у бесконечен. Пусть этот 
интеграл конечен. Для каждой из точек Q, можно построить куб Tt, сим­
метричный относительно {а:„=0} и такой, что

1) dTJ\E=0-
2) <2ie71,c=?7X(—б, б);
3) $ р* ds<ejm-,

4) 7’<Л-ГП{хп=0} = {^};
5) S (р*)Мж^е"Мп.

т(
Дальнейшие рассуждения опираются на следующую лемму.
Лемма 2. Пусть Т есть куб,

Т = {{Xi, . . . , Хп) , | X,: | < 2. i 1,..., и},

в котором задана метрика р*(х), симметричная относительно гиперплоско­
сти {ж„=0} и суммируемая с п-й степенью. Пусть у — спрямляемая кри­
вая в Т, концы которой лежат на дТ\ {а:п=0}, и пересекающаяся с множе­
ством ТП {хп=0} в единственной точке Q, которая разбивает у на две связ­
ные компоненты ц7 и у".

Тогда найдется кривая а, соединяющая у' с у" в Т\ ({жп=0} ПТ1), для 
которой

Воспользовавшись этой леммой, в каждом из кубов 71, построим ука­
занную кривую а,, для которой $ р* ds^C -г/т. Континуум 7U (Ua;) содер- 

at <
жит некоторую кривую У1^Г0 и, следовательно,

J р* cZs+ ^2 J Р’ ds^l,

V i=l at

откуда (1—Се)р’еГ(Гп). Имеем

ЛГ(Гл)^(1-Се)-"(||р||"+(Э(е))

и в силу произвольного выбора реЕ(Г0) и е>0 имеем неравенство 
Л/(ГВ)С 71/(Го), откуда и следует, что Е является NED-множеством.

719



В статье (3) Вяйсяля установил, что всякое множество E<=\R', у кото­
рого Л"-1 (£) =0, является NED-множеством. Приведенный здесь пример 
NED-множества с Л"_1>0 является обобщением на пространственный слу­
чай аналогичного примера плоского множества класса NB, имеющего по­
ложительную длину, который был построен в (4) Альфорсом и Бер­
дингом.
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