
Доклады Академии наук СССР
1974. Том 216, № 4

УДК 517 МАТЕМАТИКА

м. Г. ВИТКОВ

ЧЕБЫШЕВСКИЕ АППРОКСИМАЦИИ ТАНГЕНСА

(Представлено академиком С. М. Никольским 11 XI 1973)

В нашей работе рассчитаны и табулированы коэффициенты чебышев­
ских аппроксимаций функции tg (ж) полиномами различного типа: А, В 
и С (табл. 1). Полиномы А и В — нечетные:

Р,.(+) =р1х+р2х3+ ... +рпхгп~'.

Полиномы А обеспечивают в интервале аппроксимации же[0, л/4] 
в п+1 точках чебышевского адьтернанса достижения максимального мо­
дуля уклонения Л7=шах |Р„(ж)—tg (х) |. Полиномы В дополнительно обе­
спечивают нулевое уклонение от аппроксимируемой функции в конце 
жг=л/4 интервала аппроксимации, их множество точек альтернанса мень­
ше на единицу. Полиномы С содержат в интервале аппроксимации 
[О, жг=л/4] п+1 точку альтернанса и имеют вид

Рп(х) =pix+p2x2+ ... +рх„п.

Для сравнения в табл. 1 приведены значения Мт модуля наибольшего 
уклонения в рассматриваемой области аппроксимации тэйлоровской ап­
проксимации тангенса около х=0 нечетным полиномом соответствующей 
степени п.

Для расчета чебышевских аппроксимаций в нашей работе разработан 
метод последовательных приближений, являющийся разновидностью ме­
тода последовательных интерполяций. В исходном приближении п после­
довательных узлов интерполяции xh х2,..хп располагались на интер­
вале аппроксимации [жо=О, жг=л/4] равномерно. Для полиномов В по­
следний узел интерполяции совпадает с концом интервала (жп=жг), для 
полиномов А и С, когда узлы интерполяции все внутри интервала, зану­
мерован конец интервала xr=xn+t.

Таблица 1

Тип А В с Тип А в С

п = 1, MT = 0,2i п = 4, Мт = 3,з-10-з

М 5,8-10-2 9,о-1О-2 5,8-10-2 .1/ 2,1-Ю-з 2,4-10-5 3,2-10-*
Pi 1,1998s 1,27321 1,1998s Р1 0,9997642 0,9997296 0,988498

Р2 0,338100з 0,338639, 0,125974
71 --  2 , TWm —— 5,3' 10-2 Рз 0,1077468 0,1057168 —0,079995а

м 4,1-Ю-з 5,з-10-з 1,з-10-2 Р4 0,101797s 0,103932s 0,484546

Pl 0,975406 0,96931з 0,84965э п — 5 М -- 8 • 1 СП
Рг 0,474421 0,49270, 0,51845,

М
Pi
Р2
Рз

ге = 3, Мт= 1,з-10-2
2,9.10-‘
1,0025з
0,303268
0,218844.0^224X7.

I
2 ДАН, т. 3

3,6-10-4 1,7.10-3
1,0029» 1,03582
0,299452 -0,224082

|•« ■
х i«I

ЕИКЛИОТЕНА I о 8

государственный.if, ------- —;

5,i-10-s
1,002535 

—0,0411627s
0,5442548 

—0,4406551
0,4749798

М 1,5-10-6 1,7-10-6
Pi 1,000020а 1,0000231
Pi 0,3326936з 0,3326299s
Рз 0,13878885 0,13921110
Pi 0,35459879 0,34439891
Рз 0,047394581 0,048205411

7.
м 
о 
X
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В узлах интерполяции хк, к=1, 2,..., п, некоторого приближения ап­
проксимируемая и аппроксимирующая функции совпадают, что дает п 
уравнений вида

tg (**) =Рп(хк) =Рп(Р1, Рг,..., Рп, Хк)

для определения п параметров рк рассматриваемого приближения аппро­
ксимации.

В интервалах интерполяции (xk-i, хк) при к=1,2,... ,п (а для полино­
мов А и С также при к=п+1) уклонения аппроксимируемой и аппрокси­
мирующей функций достигают своих наибольших в каждом интервале 
значений ук, знак которых меняется для соседних интервалов. Для вырав­
нивания всех модулей наибольших уклонений интервалов интерполяции 
Jfft= | у к |, характерного для чебышевской аппроксимации, узлы интерполя­
ции новых приближений располагаются с большей плотностью в тех обла­
стях х, где наблюдались большие модули уклонения Мк.

То, что при последовательных приближениях происходит не непосред­
ственный сдвиг узлов интерполяции данных номеров, а изменяется плот­
ность их расстановки в определенных областях х, является основным от­
личием разработанного расчетного метода.

Для конкретности в дальнейшем рассмотрены случаи полиномов А и С. 
Обозначаем: М=тиахМк и m=minJf*, к=1, 2,..., п+1. Вычисляем п+2 
вспомогательных значения:

Xk+D х [ (Хт—гт_1)
m—i

X0=Q, Хк=-------- —t---------------------------------, к=1,2,..., п+1.
1+— Е [ (Мт/М) ■'■]

m=i

Входящий в формулу параметр D регулирует интенсивность передвиж­
ки узлов интерполяции при переходе к новому приближению, его исход­
ное значение 0=1.

Для расчета нового положения хк' узла интерполяции следующего при­
ближения с выбранным номером к вначале находим номер т из условия

Xm—i^^xk<^Xrn-

После этого новое значение рассчитывается как

, . (З/m Хт—1) (хк Xm-t)
Хк =Хт-1+--------------- -------- ---------------- .

Л-т -Л-т—!

Второй особенностью разработанного алгоритма является сохранение 
в памяти новых и старых значений узлов интерполяции хк и хк. После 
определения параметров рк нового приближения и соответствующих но­
вых модулей Мк переход к новой расстановке узлов интерполяции завер­
шается только при выполнении условия М'/т'<М/т. В противном случае, 
в качестве исходных узлов интерполяции снова рассматриваются старые 
значения хк, а переход к новым значениям хк производится после пред­
варительного уменьшения параметра D каждый раз в 10 раз.

Разработанный алгоритм отличается от известных (1_3) особенной про­
стотой, что позволило реализовать его на малой ЭВМ серии «МИР-1». Все 
расчеты проводились с разрядностью 10. Расчет полиномов А и В завер­
шался после достижения равноволновости уклонения аппроксимации с точ­
ностью лучше 0,01, а полиномов С —с точностью лучше 0,1 (М/т<1,01 
или 1,1 соответственно). Сходимость наблюдалась за несколько шагов по­
следовательных интерполяций.
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Из рассчитанных чебышевских аппроксимаций tg(x) наибольшую точ­
ность при заданной степени аппроксимации обеспечивают разложения 
типа А, точности которых, как и следовало ожидать, абсолютно совпадают 

с точностями родственных аппроксимаций функции tg (-^х) в таблицах 

номеров 4220—23 из (3). Приблизительно такие же точности для степеней 
п>4 у аппроксимаций типа В.
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