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1. Пусть L(R+) —алгебра (относительно свертки) всех суммируемых 
функций на /?-=[0, +°°), X — счетно-полное бочечное локально-выпуклое 
пространство, S (X) — алгебра линейных непрерывных операторов из X 
в X, снабженная сильной операторной топологией, L+ — подпространство 
функций из L(R±), носители которых содержатся в R+= (0, +°°).

Определение 1. Представление Т алгебры А(7?+) в X, т. е. непре­
рывный гомоморфизм алгебры L(R+) в алгебру S (X), удовлетворяющее 
следующим двум условиям:

1) из того, что Т (Ь+)х= {0}, следует х=0;
2) Т (L+)X тотально в X,

будем называть эволюционным представлением.
Основной результат статьи: между эволюционными пред­

ставлениями и равностепенно непрерывными полугруппами эндоморфиз­
мов существует взаимно однозначное соответствие.

Тем самым, мы получаем теоремы порождения для эволюционных пред­
ставлений и представлений алгебры L всех суммируемых на оси функций 
в локально-выпуклом пространстве.

2. Пусть W-AR-} — пространство всех суммируемых вместе с любой 
производной функций на R+, Wx,+ — подпространство в Wao(R+), состоя­
щее из функций, носители которых содержатся в R+.

Обозначим через То сужение представления Т на PF«,+.
Определение 2. Пусть D — множество тех х из X, для которых 

найдется такой у<=Х, что
Та Х—Т<>у.

Производящим оператором эволюционного представления Т на­
зывается оператор А, определяемый следующим образом:

Ах=у, x^D.

• Заметим, что это определение корректно. Действительно, пусть суще­
ствует такое i/i, что T0'x=T!>yi. Тогда для любого /eHV имеем 
Т(/) (У—У1) =0, и так как W„+ плотно в Е+, то Т(L+) (у—у,) =0, и в силу 
свойства 1) эволюционного представления получаем y=yi.

Перечислим основные свойства производящего оператора.
.Теорема 1. Пусть А — производящий оператор эволюционного пред­

ставления Т. Тогда
1) А — замкнутый линейный оператор-,
2) Та'х=АТ<>х, х^Х-,
3) D всюду плотно и, более того, пересечение D°° областей определения 

всех степеней оператора А всюду плотно-,
4) T(f)A<=AT(f),
Используя эти свойства и включение (R+) *W0O+cW0O+, нетрудно 

доказать, что для любого х^Х отображение Тх является фундаментальным 
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в смысле сопряженного к Wx (7?+) пространства решением абстрактного 
эволюционного уравнения, точнее, имеет место

Теорема 2. Пусть А — производящий оператор эволюционного пред­
ставления Т.

Тогда для любых /еЖоо(/?+) и х^Х справедливы соотношения

T(-f)x=AT(f)x+f(O)x, (1)
T(j)A<=AT(f). (2)

Эволюционному представлению мы сопоставили замкнутый линейный 
оператор с плотной областью определения. Оказывается, что это соответст­
вие взаимно однозначно.

Теорема 3. Данный замкнутый линейный оператор А со всюду плот­
ной областью определения может быть производящим оператором не более 
чем одного эволюционного представления.

3. Пусть Xeno={XeC|ReX>O}. Возьмем в качестве функ­
цию i>0. Тогда из (1) и (2) получим

ХГ(е~м)х=АТ(е~м)х+х, (3)
Т (е~и)А<=АТ (e~Kt). (4)

Следовательно, существует резольвента 7?(А.;Л) оператора А для лю­
бого %еП0, и R(X, А) =Т(е~>1).

Заметим также, что функции га=1,2,3,..., принадлежат про­
странству W„,(R+), и оценим степени резольвенты. Используя тождество 
Гильберта, получаем

Rn(k; Л) = Г'”-1’(е-“) = - Т(i"-‘e-M).
(га—1)! (га—1)!

Возьмем теперь произвольно х^Х и х'^Х' и рассмотрим

x'°R"(X, А)х=-----—(х'°Тх) (Г-‘е-“).
(га—1)!

Функция х'°Тх является линейным непрерывным функционалом на 
Т(Я+) и, следовательно, почти всюду ограничена. Тогда по неравенству 
Гёльдера имеем оценку

k/oZ?n(X; А)х!<
С

(га—1)!
ftn~4e-uldt с

(ReX)"
о

откуда следует, что семейство операторов
{(ReX-7?(A; Л))"|й.еП0; га=0,1,2,...} (5)

слабо ограничено и, значит, в силу бочечности пространства, равностепен­
но непрерывно.

Следовательно, Л порождает (единственную!) равностепенно непре­
рывную полугруппу эндоморфизмов (см. (‘), стр. 339):

C7(£)x=lim е^^-^х,
k-+co

Таким образом, произвольному эволюционному представлению алгебры 
L(R+) мы поставили в соответствие равностепенно непрерывную полу­
группу эндоморфизмов. Обратно, если U — равностепенно непрерывная 
полугруппа эндоморфизмов, то формула

00

Г(/)х= j/(t)^(i)xdt, f^L{R+Y, х^Х,
О 
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определяет, как легко проверить, эволюционное представление алгебры 
L(R+). Это соответствие взаимно однозначно, так как соответствие между 
эволюционным представлением и его производящим оператором, а также 
между равностепенно непрерывной полугруппой операторов и ее произво­
дящим оператором взаимно однозначны.

Таким образом, установлена
Теорема 4. Между эволюционными представлениями алгебры 

L(R+) и равностепенно непрерывными полугруппами эндоморфизмов су­
ществует взаимно однозначное соответствие.

Из этой теоремы непосредственно вытекает теорема порождения эво­
люционных представлений.

Теорема 5. Для того чтобы замкнутый линейный оператор со всю­
ду плотной областью определения был производящим оператором эволю­
ционного представления алгебры L(R+), необходимо и достаточно, чтобы 
для любого А из правой полуплоскости По существовала резольвента 
/?(А,; Л) оператора А и семейство (5) было равностепенно непрерывным.

4. Рассмотрим теперь представление V алгебры L всех суммируемых 
функций на числовой оси в пространстве X.

Пусть f^L(R+). Положим

f>0,
£<0,

£>0,
i^O,

T+(/)=F(/+), Т_(/)=7(/_).

Очевидно, что Т+ и Т- являются представлениями алгебры L(R+) в X. 
Однако условия 1) и 2) для них могут быть не выполнены. Поэтому 
введем следующее

Определение 3. Представление V алгебры L в пространстве X 
будем называть L-nредставлением, если Т+ и Т_ — эволюционные 
представления алгебры L(R+).

Тогда производящим оператором /-представления V будем 
называть производящий оператор эволюционного представления Т+.

Теорема 6. Между L-np ед став лениями и равностепенно непрерыв­
ными группами эндоморфизмов существует взаимно однозначное соответ­
ствие. При этом, если U — равностепенно непрерывная группа, то соответ­
ствующее ей L-представление V определяется формулой

4-00

V(f)x=j f(t)U{t)xdt, f^L,
— со

и тогда
4-00 4-00

T+(f)x= J f(t) U(£)х dt, Т-{ф)х= J f(t) •[U(i)]~'х dt.
О о

Теорема 7. Для того чтобы замкнутый линейный оператор А со 
всюду плотной областью определения был производящим оператором L- 
представления, необходимо и достаточно, чтобы для любого АеС такого, 
что Re А^О, существовала резольвента R(\, Л) оператора А и семейство 
операторов

{(|ReА| -7?(А; H))"|ReA=^O; ге=О, 1, 2,...}

было равностепенно непрерывным.
Интересно отметить, что в весьма частном случае, когда Х=С — поле 

комплексных чисел, мы получаем классический результат об общем виде 
мультипликативных функционалов. Действительно, мультипликативные 
функционалы на L являются //-представлениями в С. Следовательно, по 
теореме 7 аеС порождает мультипликативный функционал тогда и 
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только тогда, когда существует константа Л/>0, что
| Re X |п | Л,—а | ReX^O; n=0, 1, 2,... ,

откуда легко вывести, что Re а=/=0. Таким образом, а порождает мульти­
пликативный функционал V тогда и только тогда, когда а=гс, где ceR; 
при этом

+«•
7(/)= J/Weirfdt,

Заметим также, что в случае X=R из теоремы 7 следует, что сущест­
вует только одно ненулевое представленпе V алгебры L в R, порождаемое 
а=0, т. е.

+ оо 
v(/)= J/Wdf.
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