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Методы инфинитарных языков и больших кардиналов применяются 
здесь к исследованию ряда теоретико-множественных проблем Эрдеша — 
Хайнала (*,4) и (2) о трансверсалях и множественных системах.

1. Воспользуемся понятиями и обозначениями из (*, 2, 6). Система мно­
жеств S=<X,>ieJ имеет трансверсаль S, если |50Х4|=1 при ге/. Следстви­
ем теоремы компактности Гёделя — Мальцева является утверждение

(С) Если £=<Xs>5<a — система конечных множеств и для каждого ко­
нечного 5=<X,->ies имеет трансверсаль, то и X имеет трансверсаль.

Как показывают результаты настоящей работы, между компактностны- 
ми результатами и теоремами о трансверсалях существует более тесная 
связь.

Утверждение (С) привело Эрдеша и Хайнала (‘) к исследованию сле­
дующих свойств Е^к, X) и, соответственно, Т'Дх, X) (в обозначениях (2)).

Для любой системы $=<Xs>5<x множеств мощности <Х (и =Х соответ­
ственно) из существования трансверсали для каждой подсистемы 
=<XE)j<s при £<х следует существование трансверсали для всей систе­
мы £.

Если §=<Л>1е1 — система множеств, то пишем |5|=тп при |Z|=m; 
через обозначается тот факт, что для всех i^I, а через

что 1^1=171 при i^I. Система S удовлетворяет свойству B(s), 
где s — кардинальное число, s^2, если существует множество В такое, что 
FOB^O и | F(}B | <s для всех F^. Символ S(m, р, r)^>-B(s) означает сле­
дующее: если Й — система множеств, |§|=пг, р(&)=р такая, что всякая 
ее подсистема удовлетворяет свойству В (г), то сама § удов­
летворяет свойству B(s).

Лемма 1. 1) Свойства F(k, X) и 5(х, X, 2)-*-В(2) эквивалентны.
2) Для любого Т Е(х, Х+) эквивалентны F(и, к), где — наслед­

ник X.
Наибольшее внимание в исследовании этих свойств уделяется свойству 

S(m. Ко, r)-^B(s) или же Е(х, К0 (т. е. Z(x, Ко)), поскольку, согласно 
(С), уже £(х, Ко) всегда имеет место. Теорема Миллера (3) (ср. (*)) пока­
зывает, что при континуум-гипотезе 2Х«—Ki (СН)

5(К„ К», 2)А5(Ко), (1)
т. е., в частности, Е( К ь К,) или/?(К1, К,) ложно. В предположении обоб­
щенной континуум-гипотезы (ССН) в теореме 10 из (') доказывается

5(К2, К», 4)А5(4). (2)
Затем в (*) (ср. также (4)) формулируются еще несколько вопросов:

S(K2, Ко, 2)->В(2) или же В(К2, Ко)? (3)

5(К2, Ко, 4)-*В(5)? (4)

При 2*»=К2 в (2) дан отрицательный ответ на вопрос (3). Ниже дают­
ся отрицательные ответы на вопросы (3) и (4) без всяких дополнительных 
предположений. Работа (‘) содержит также следующую задачу: имеет ли 
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при 2^г<со место

5(КШ, Ko,r)-5(r)? (5)

Мы покажем, что ответ и на (5) отрицателен.
2. В основе приводимой характеристики свойств Эрдеша — Хайнала ле­

жат свойства компактности инфинитарных языков. Пусть для регулярного 
a La,a — инфинитарный язык, полученный добавлением к обычному язы­
ку первого порядка конъюнкций и дизъюнкций по <а формулам. Язык 
La, ш называется (т, п) -компактным, если для любого множества 2 акси­
ом La,a (т. е. формул без свободных переменных), |2|^т, из существова­
ния моделей для всех подсистем 2'с=2, | 2' | <п следует существование мо­
дели для всей 2. В первую очередь нас интересуют слабо компакт­
ные кардиналы т, т. е. такие, что язык £И1, ш (пг, иг)-компактен. 
Такие кардиналы (ср. (°)) являются большими слабо недостижимыми кар­
диналами.

Теорема 1. Следующие условия эквивалентны:
(I) язык La, ш (пг, пг)-компактен;
(II) для любой системы i^I, подмножеств Sm(m) ={Х<=

<=m: |X|<m} с |7|s£m, | /,|<а для 1^1 такой, что |J Af, j=Sm(m): i^I,
jeji

существует на Sm(m) ультрафильтр D, для которого {S^Sm(m): £,<^S}<^D 
при и Ai, f(i)^D при i^I и П ^6iel

(III) для каждого P^Sa(m) = {Xc~m: |X|<X0} пусть MP<=pa, |MPj< 
<a — семейство функций co следующим свойством: если S^Sm(m), то для 
некоторой функции gs^sa имеем gs \Р^МР при P^SAS). В этом случае 
существует функция g^ma, у которой g \ Р=МР при P^Sw(m).

Доказательство. С помощью стандартной процедуры доказывает­
ся, что условие (m, пг)-компактности La ш влечет (II) и (III), см. (6, 7).

Покажем, что (III) влечет (II). Пусть {Л4, 3: /е/.}, v^I — такая систе­
ма подмножеств 5т(пг), что j 3=5т(тп), |/*|<ос при i^I и |7|=т. 

Для доказательства существования искомого в (II) ультрафильтра D до­
статочно показать, что для некоторого П Л система {А4] /(j): fe7}(J {£*= iel
eSm(m): |<wz центрирована. Предположим, что для 7’е5ш(7) МР
состоит пз таких функций Ле ПЛ, что система подмножеств 5m(m): ieP
{Л;,/(j): jeP)U {SeSm (m): 1<т центрирована. Учитывая (III),
находим нужную функцию /е П а вместе с ней и ультрафильтр D на 
5т(пг).

Доказательство того, что из (II) следует (и, т) -компактность La, а, 
проводится методом ультрапроизведений с использованием теоремы Лося. 
Для этого можно применить схему, предложенную Спльвером (6).

Замечание. Условие (II) является примером использования так на­
зываемых матриц множеств (5). Аналоги же условия (III) (впрочем, лишь 
для двузначных функций) рассматривались очень часто в связи с логиче­
скими вариантами компактностных теорем. В (7) они называются теоре­
мами об оценках.

Теорема 2. Утверждение А(х, а) эквивалентно (х, и)-компактно­
сти La, ш.

Доказательство. Очевидно, что из (х, х)-компактности La, м вы­
текает £’(х, а). Предположим, что La, м не (х, х)-компактно. Согласно тео­
реме 2, (III), получаем такое МР<=^ра, |Л/Р|<а: P^S^ni), что при 6’е 
^Sm(m) для некоторого gs^sa gs (Р^МР, как только P^Sa(S). Однако 
ни для какого g<=ma g ( Р^МР при P^Sa (пг).

Покажем ""^(х, а). Для этого при Pi^p^S^fm), t^MPi: i=l, 2 и 
h I" Pi^ti обозначим через Mtl, t, максимальное множество несравнимых эле­
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ментов J/P1UJ/P2, содержащее ti и i2. Здесь две функции j2^MPi сравнимы, 
если /2Ь Pz=fi.

Теперь ЭЕ=<Л/Р, Mtl, t,: P^Sa(m), <(еЛ/Рш, Pl~P2, h \Pt^tty — семейства 
множеств, для которого свойство 2?(х, а) нарушается. В самом деле, со­
гласно |Л/Р| <а, при Ре5т(ш) получаем |F|<a для F^X. Покажем, что 
всякая часть £'<=;£, [Х'[<т имеет трансверсаль. Нетрудно заметить, что 
для некоторого S^Sm (от) [J X<=sa. Выбираем gss®a такое, что gs f Р<^ Хех’
^Мр при PeSffl(S). В этом случае Bs={gs \Р: Ре5и(5)} — трансверсаль. 
В самом деле, | МРГ\Вв | =1 при P<=S и | ЛЛ„, (1АВ« | <2, так как все элементы 
Mtl, г, несравнимы. Пусть Р1сР2е5ш(5) и t^Mpi: г=1, 2, t2 \Pl^tl. Если 
gs [ P2^Mti, t„ то по определению Mtl, t2 существует t2, сравнимое с
gs f P2. Если t^MP„ то gst4 Pz—t, а если же t^MP„ то понятно t=gs P^BS. 
Итак, | M(1. /2nZ?s | =1 и Bs — трансверсаль для ЗЕ.

Однако для ЗЕ трансверсали не будет. Действительно, пусть В — транс­
версаль для ЗЕ. Берем %Ре5АМР для P^Sa(rn). Покажем, что все %Р сравни­
мы, т.е., что Xp(|)=Xp’(B) Для gePClP'. Пусть PcP'<sSa(m), а %Р и Хр- не­
сравнимы. Тогда {хр, XfJ^PAMxp. и В — не трансверсаль. Отсюда выте­
кает сравнимость всех х₽, т. е. для некоторой функции g~ma g f Р=хР: 
Ре5и(от). Это противоречит выбору семейства МР, так как g [Р=хРеЛ/Р..

Следствие {.Слабая компактность т и Е(т, X,) ( т. е. Е(т, Хо)) 
эквивалентны.

3. Пользуясь методом доказательства теоремы 2 (ср. также (2)), можно 
установить, что справедлива

Теорема 3. Пусть г — целое число, г^2. Тогда S(m, р, г) -^В(п) и 
(тп, т)-компактность Lv\„, эквивалентны.

Для доказательства достаточно положить вместо Mtt, t2^S, что M*t2,t2 = 
=М/(, ijUMp.U.. .UMPr_2eJ при различных Pt,. .., PT-z^Sa(m). Тогда из не 
(от, тп)-компактности LP*,a вытекает S(m, р. г)АВ(г) для любого цело­
го г>2.

Полученные теоремы 2 и 3 дают отрицательные ответы на вопросы (3) 
и (5).

Ответ на вопрос (4) также отрицателен.
Пред л о ж е н и е 1. Если Lp*,a не (т, т)-компактен, то S(m, р, 2) А 

АВ(Х0) при m^=m.
Кроме того имеет место S(X2, Хо, 2)ай(г) для всех целых г>2. Это 

утверждение является следствием более общего предложения.
Предложение 2. Если Lp*,a не (от, т)-компактен, то S(m, р, 2) А 

АВ(г) для всякого г, 2<г<о).
Из результатов настоящей работы непосредственно вытекают все тео­

ремы (2), поскольку при (ССН) (от, т) -компактность ш эквивалентна 
компактности т и Lm, ш не (тп, тп) -компактен для пг^п.

Можно установить, наконец, общее утверждение о (от, п) -компакт­
ности.

Теорема 4. Следующие условия эквивалентны:
а) язык La, и (т, п)-компактен;
б) для любой системы множеств 5, 1§|^от, р'(&)<а из существова­

ния трансверсали для каждого |5|<п следует существование транс­
версали для 8г.
Киевский государственный университет Поступило
им. Т. Г. Шевченко 22 X 1973
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