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В работе изучаются операторы Ф: 2JT->2JT (2N — совокупность всех под­
множеств натурального ряда А), определяемые стандартной у-нумера- 
цией конечных множеств (2). Сформулируем

Определения. U({и}) =О„=7тг, Dn в обозначениях (*), in в 
обозначениях (2).

I. A(A)=U

II. P(AH<(WM.
III. ^(А) = {а|Я({а})ПА^},
IV. "Р(А) = {а|аеР(А)&|Я({а})|Сп}, п>1.
V. "<2(А) = {а|ае<?(А)&|Я({а}) |^п}, п>1.
Операторы Р(А) и ПР(А) были определены Джокушем в (“); им же 

получены наиболее существенные теоремы, связанные с этими операто­
рами (А“ и Ап в обозначениях (“))• Ю. Л. Ершовым Р(А) и Q(A) (“А) 
применялись в связи с позитивными эквивалентностями (4). Некоторые 
свойства Р, Q доказаны в диссертации А. Н. Дегтева (1973 г.).

В настоящей работе I—V систематически рассматриваются как отобра­
жения из 2V в 2\ Поэтому употребляемые обозначения соответствуют 
общепринятым (например, в (')) для таких операторов.

Оказалось, что с помощью I—V можно легко получить новые факты, 
связанные с наследственными, полурекурсивнымп, ^-продуктивными 
g-креативными множествами, изучавшимися в С,3,5,10). Главные прило­
жения (II—V) касаются сводимостей более строгих, чем ^-сводимость 
(включительно).

1. Приведем некоторые простые свойства I—V, часто используемые к 
доказательствах остальных результатов.

Обозначение 1. Hi — совокупность операторов Р, ПР; Н2 — сово­
купность (?, nQ; H=HiUH2.

Предложение 1. а) Если феЯи{С7}, то Ф — оператор перечис­
ления',

б) если Ф<=Я, А^тВ, то Ф (А)=^тФ (Я);
в) если ФеЯ, то Ф (А) =еА.
Предложение 2. а) Если ФеЯ2) то Ф (А11Я) =Ф (А) 11Ф (Я);
б) если Фе=Я„ то Ф(АЛЯ) =Ф(А)ЛФ(Я);
в) <2(А)=Р(А);
г) "(2(A)^m”P(A).
Предложение 3. а) ’1<2(А):С,„"+,()(А)г^т()(А);
б) ’■Р(А)Ст"+1Р(А)^,„Р(А);
в) если "+1<2 (А) ^mnQ (А), то Q (А) ^mnQ (А);
г) если n+iP(А)^т”Р(А), то Р(А)<тпЯ(А);
Д) *2 ((? (А ))=,„(? (А);
е) Р(Р(А)>тР(А).
Предложение 4. а) Я (<2(А))=т<2(Р(А));
б) ’“Я(’ЧР(А))=т’“"=Я(А);
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в) "■£("<> (Л
г) (Vn)(ac)(^("P(4))^mcP(”<2(A)));
Д) (Vn)(Sc)("jp("<)(4))<m-=(2("P(X))).
Предложение 5. а) ПР(Л) =„,ЛХ ... ХЛ;

б) п(?(Л)^тЛХ..1ХЛ;

в) Р(ЛХЯ)=тР(Л)ХР(Я);
г) Р(Л®Я)^тР(ЛХ5).
Справедливость предложений 1—5 вытекает непосредственно из опре­

делений.
2. Рассмотрим теперь действие операторов из Н на некоторых классах 

множеств.
Предложение 6. Если Ф«=Я, то А полу рекурсивное <=> Ф (Л) по- 

лурекурсивное.
Доказывается с помощью теорем 4.1, 4.2 из работы (10).
Предложение 7. Если феЯ2, то А простое, ноне гиперпростое <=>• 

<=► Ф (Л) простое, но не гиперпростое.
Достаточность следует из леммы 8 работы (4), н е о б х о ди­

мост ь — из предложения 4 и определения гиперпростого множества.
Пре дложение 8. Если А бесконечное, то Р(А) содержит беско­

нечное подмножество, ретрассируемое общерекурсивной функцией,
Доказательство. Если ф(п) — прямой пересчет А, то D={di\di— 

= £ 2*(Л} — искомое множество.j=0
Следствие. Если А строго гиперпростое, то Q(A) не является 

строго гиперпростым.
Вытекает из (*), стр. 325.
Предложение 9. А q-продуктивное существует Ф^Н1 такой, 

что Ф(Л) продуктивное.
Доказательство использует предложение 1 и определение оператора U.
Следствие. Л q-креативное существует феЯ2 такой, что Ф(Л) 

креативное.
3. О б о з н а ч е н и е 2. а) с, q, р, be, Ьр, ^-сводимости — уе-своди- 

мости;
б) be, bp, bq, feW-сводимости — ^-сводимости;
в) с, р, q, W-сводимости — у-сводимости.
^-сводимости определены в (8), у-сводимости — в (*).
П р е д л о ж е н и е 10. а) А^сВ<=>А^тР (В);
б) ЛС6сЯ<=>(Яге)(Л^т"Р(Я));
в) Л=^дЯ<=>Л«гт<2(5);
г) Л^^ЯдДЛ^В));
д) Л^,Я^Л=Ст<2(Р(В));
е) Л^рЯ^(Яге)(Л<т"(2(пР(5));
ж) ЛС„Я*>Л^т<2(Р(5ХЯ));
з) Л^М,В<=> (Яп)(Л^та’1<2("Р(ЯХЯ)).
Следствие 1. Если В — ц-сводимостъ, то R-степенъ любого множе­

ства С содержит множество А такое, что (VВ) (B^RA=>B*zmA).
Следствие 2. Если R — це-сводимостъ, то

(УА) (УВ) (Л<П7?=>ЛС.Я).
В (8) сформулировано определение ^„-креативного множества. Из 

следствия предложения 9 вытекает, что А д-креативное -<=>() (Л) креа­
тивное и Л „-креативное -<=>■ "Q(A') креативное.

Предложение 11. а) Если А цг-креативное, то A qn+i-Kpearue- 
ное, А q-креативное.

б) Для любого п>2 существует дп-креативное, но не q^i-креативные 
множества.
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в) Существуют q-креативные, но не q,.-креативные множества.
Доказательство, а) Следует из определений, б) Из теоремы 9.8 

работы (8) следует существование (/„-креативных, но не </„ ^-креативных 
множеств для п>3, из теоремы 1 работы (9) — для и=2. в) Шенфилд 
в (6) построил g-креативные множества, не являющиеся frif-полными, 
а значит, и (/„-креативными.

Теорема 1. А bp-полное А qn-креативное.
Доказательство, а) <= Очевидно, б) => Пусть А Ьр-полное, 

т. е. существует п такое, что nQ(пР(А)) креативное. Если А креативное, 
то А дч-креативное. Пусть А не креативное. По предложению 4 сущест­
вует с такое, что '‘()(’'Р(Л)Ст‘7>(п()(Л)), т. е. СР("<2(Л)) креативное. 
По теореме Лахлана (7) nQ(A) креативное. Значит, А (/„-креативное.

Предложение 12. Если А q-креативное и псевдопростое, то bq- 
степенъ А содержит бесконечную цепь пг-степеней q-креативных, но не 
q „-креативных множеств.

Искомая цепь состоит из m-степеней множеств nQ(A). Доказательство 
следует из результатов (’).

4. Напомним, что (И(Л) = {В|5^,„Л}53т(Л) — булева алгебра, порож­
денная М (А) (*).

Определение 1. а) S„(Л)— нижняя полурешетка, порожденная 
М(Л) (по П).

б) SB(Л)— верхняя полурешетка, порожденная ЛЦА) (по U).
в) 5(Л) — решетка, порожденная М(Л) (noU,fl).
Теорема 2. Если А не совпадает ни с N, ни с ф, то для любого С:
а) C^bcA<=>C^SB(A);
б) C^qA^C^S^A);
в) С^А^С^А).
Доказательство почти целиком совпадает с доказательством 

Роджерса для btt-сводимости (*).
Предл о ж е н п е 13. Л наследственное Р(Л) =^тЛ.
Следует из предложений 3, 5.
Ниже наследственные множества обозначим как н-множества.
Определение 2. а) Л (/-множество, если @(Л)<тЛ;
б) Л дн-множество, если ()(Р(Л))«£тЛ;
в) Л Н-множество. если Р(^(ЛХЛ))^гаЛ.
Заметим, что именно о н, q, ун и ^-множествах говорится в следст­

вии 1 предложения 10.
Теорема 3. Если A^=N и А^=ф, то-.
а) Л н-множество М(Л) =5Н(Л);
б) Л q-множествоМ(Л) =£В(Л);
в) Л qH-множество М(А) =5(Л);
г) Л tt-множество <=*■ М (Л) =$„, (Л).
Необходимость устанавливается непосредственно, достаточ­

ность следует из теоремы 2.
Выражаю признательность В. А. Душскому за внимание к работе.
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