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Целью настоящей заметки является построение локально-связного се­
парабельного метрического пространства X, обладающего открытым покры­
тием, в которое нельзя вписать открытое локально-конечное покрытие, со­
стоящее из связных множеств.

1. Пусть Хг, где 0<г<1, есть множество всех непрерывных на полу­
интервале [0, г) функций, удовлетворяющих условию: для каждой функ­
ции f^Xr найдется последовательность {fk: k=0, 1, 2,...} рациональных 
точек отрезка [0, 1], сходящаяся, монотонно возрастая, к точке г, причем 
Д=0, /(7ft), k=Q, 1, 2, ..., есть рациональное число и на каждом из отрез­
ков [th, ife+i], k=0, 1, 2,..., функция f линейна.

Отметим, что если rt<r2 и f^XT2, то /| [0, Г1]еХГ|.
2. Пусть X=U{Xr: 0<r«Sl}. Введем на множестве X метрику р сле­

дующим образом: если ft^Xr„ /2<=ХГг и

r=inf{.r: ar<min {r„ г2}, /Дж) =/=/2(ж); г4; г2}, 
то

р(/ь А) =п+г2-2г.

Построенное метрическое пространство X, как легко видеть, локально­
линейно-связно.

3. Рассмотрим покрытие со пространства X, состоящее из двух мно­
жеств РР0=Х\Х1 и Й\=и {Хг: 72<г^1}. Покажем, что в покрытие со 
нельзя вписать открытое локально-конечное покрытие, состоящее из 
связных множеств.

Допустим противное, т. е. что такое покрытие у существует. Пусть 
'fi={£7: U^, U^W.}, 7»=7\ъ-

Построим последовательность {<р„: n—i, 2,...} элементов множества 
Xt, монотонно возрастающую последовательность {tn: п=1, 2,...} рацио­
нальных точек отрезка [0, 1], последовательность {£/„: п=1, 2,...} раз­
личных элементов семейства 7±, такие, что

а) еслиг>/ ф. | to, «)=Ф,| to, н> и ф„(г) =/=фп+Дг) при r>tn,
б) р(фп|[о, i„>, £7„)<1/2п,
в) для любого r^tn фп|[о, t)^U74 и фп|[0,
г) {фп|[0, r>: i»<rd}ri[C7n]¥=0,
д) {фп+ilto, г>: 7п<г^1}П[£7п]==0.
Проведем построение этих последовательностей по индукции. В каче­

стве ф1 возьмем любой элемент множества Xi. Пусть мы уже выбрали 
Ф1,..., фл-, 71,..., Аг-i, £Л,..., UN-i. Построим 7<v, Un и фк+i.

Отображение Ф, ставящее в соответствие точке г полуинтервала (0, 1] 
элемент фк|[0, пространства X, есть, как легко видеть, изометрическое 
вложение полуинтервала (0, 1] в пространство X. По определению мно­
жества Wo Ф(1)^WO и потому Ф (1) =ф№117!. Пусть fN*= 
=inf {г: ге(0, 1], Ф(г)el)7Д. В силу определения множества Wt и вклю­
чения U7,еТУ,, 7Д^!/2. В силу в) и г) tN*>tN-i при N>2.
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В силу того, что по нашему предположению семейство локально­
конечно и состоит из связных множеств, по определению множество

M={t: fe[0, fN‘), O(i)e[Uy,]} 
конечно.

Пусть tN — любая рациональная точка отрезка [0, 1], удовлетворяющая 
условиям:

max {MU } <tN<tN*, (*)

| —ijr* | <l/2\ (»*)

В силу локальной конечности семейства и включения 
для некоторого множества UN^t

Ф (iw*) =<Ptf | to, [ ПЛ>] \С7N.
В качестве ф«+1еХ, возьмем любую определенную на полуинтервале 

[О, 1) функцию (из Xj), совпадающую на [0, с функцией фк и отлич­
ную от нее всюду на (tN, 1).

При нашем выборе tN, UN и ф„+1 условие а) выполнено для всех 
гйХ+1 потому, что ф«(г) =ф,у+1(г) при r*ZtN и фЛ’(г)^ф.у+1(г) в против­
ном случае. Условие б) для n=N выполнено в силу (**) и выбора мно­
жества UN-. р(ф»|[о,<и), Ф(£х‘))<1/2"\ Ф(i.v‘)е[UN]. Условие в) для n=N 
выполнено по выбору iN: tN<tN* и Условие г) для n=N выполне­
но по выбору UN: Фл-|[о,<я,>е[^]. Наконец, д) выполнено по выбору 
ф^+i в силу того, что множество VN={f: f<^{J{Xr: tN<r^l}, /|(0>tN+c^

| ю, <2,+г) для некоторого s>0} открыто в пространстве X, содержит 
внутри себя множество [J7N] (ввиду связности множества [C7N]) и не пе­
ресекается с множеством {ф2у+11 [0, г>: £к<гС1}.

Заметим, теперь, что элементы последовательности п=1, 2,...}
попарно различны, ибо, как мы видели при проверке выполнения д), 
Un^Vn, « —1, 2,..., и в силу второй части условия а) множества Vn, 
п=1, 2,..., попарно не пересекаются.

Пусть теперь i=sup {tn: n=l, 2,...}. Зададим элемент ф^Х( усло­
вием ФI го, м>=фп|[0, м, п=1, 2,... В силу а) функция ф задана корректно. 
Как легко видеть, ф=Ит (ф„ | (0, („>), где предел берется в смысле мет-

П->сю

рики р, а так как lim р(фп{ [0, <„>, [Z7n])=0 и элементы последователь- 
П->оо

ности п=1, 2,...} попарно различны, то любая окрестность точки
Ф^Х пересекается с бесконечным числом элементов семейства что
противоречит локальной конечности семейства у.

Полученное противоречие дает требуемое.
4. Покажем, что пространство X сепарабельно. Пусть У! = {ф: ф^Х,, 

найдется конечное число г0, ...,г* рациональных точек отрезка [0, 1], 
ro=O, гА=1, га< ... <rh, таких, что функция ф линейна на отрезках 
[г;_4, г,], г=1,

Как легко видеть, множество Yt счетно, как счетно и множество 
У={ф|[о т>: ФеУ1, г — рациональная точка отрезка [0, 1]}. Очевидно, 
[К]=Х.’

Замечание. Пространство X с описанной метрикой не является 
полным, однако пополнение состоит в добавлении одной точки и сохра­
няет все требуемые свойства пространства X.
Московский государственный университет Поступило
им. М. В. Ломоносова 3 X 1973
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