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Как известно (см., например, (*), стр. 381), отсутствие нулей частных 
сумм ряда Дирихле для дзета-функции Римана в области Res>l влечет 
за собой справедливость гипотезы Римана. В настоящей статье доказаны 
четыре теоремы о существовании нулей у таких и подобных сумм правее 
единичной прямой и в критической полосе.

Теорема 1. Существует последовательность х,->-°° такая, что при, 
всяком г=1, 2,... функция

имеет нули в области Re s>l.
Теорема 2. Пусть 1/2<0i<o2<1. Существует ^0=^0(01,02) такое, 

что при любом х>х{, функция Ф (s) (1/п’) имеет бесконечно много
п<х

нулей в полосе
Oi<Re s<o2.

Положим, что 02, Оз, Os,...»0?,... — вещественные переменные, индек­
сированные простыми числами. Каждой функции

будем ставить в соответствие функцию ф от переменных s, 02, 03,..., 0Р по
следующему правилу:

ф(з, б)=ф (s, 02, Оз,.

где <Хр(п) определяется из канонического разложения

Положим

Доказательство теорем опирается на следующее утверждение.
Лемма. Если fx(oo, б) при каком-либо наборе переменных 0,, обра­

щается в нуль, щ и о2 таковы, что Oi<o0<o2, то fx(s) имеет бесконечно 
много нулей в области Oi<Re s<o2.

Доказательство леммы следует из теоремы Кронекера об аппроксима­
циях и принципа аргумента.
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Доказательство теоремы 1. Будем предполагать справедли­
вость гипотезы Римана. Имеем

ул X(n) _ g(2s)
ns g(s)

n=l

где X(re) =П (—l)“p(n). Пусть X'(ra) — вполне мультипликативная функция

такая, что:
1) А/(р) лишь для конечного числа простых чисел р отлична от л(р);
2) | А/ (п) | =1 для всех натуральных и;
3) П (l—k'(p)/pl‘')"i<0, если М — множество простых, для которых 

р<=Л1

Имеем

< \ V £(2s)

71=1

оо

, »(s);
£(s)

ул V(n) s(2s) , ,
W“'(s)-

n=l

Заметим, что
Res ф (s) = Res ф1 (s) >0. 

« = ’/а « = ,/a
(1)

Далее, с помощью частного суммирования получаем

и аналогично

<f(s)
(2)

Ф1 (s)
00

I

5—1 1 П^Х

s-1
(3)

п

V(n))x-&.
n

1 n<x

Из (1) и (2) заключаем, что

С /п VФЫ-f (йе£—
1 п<х

причем из (1) следует, что
Res Ф (s) =—с<0.
в=*/а

| x~sdx
/ 2

1 [ ф($)+ф1($) j
s-1

(4)

Вследствие (4) функция

1 г фМ+фДв)
2 L s-1 ]+^V?

регулярна в точке в='/г и

M ф^+фД^)
s—1

х~а dx. (5)
1 n^x]+7^ п

Поскольку интеграл в (5) расходится в области Res<!/2 и 
s=‘/2 не является особой точкой функции Ф($)+с/($—*/2), то

точка
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Re V VW+ '
1 п х‘п^х

бесконечно много раз меняет знак, в противном слу-

чае s=4z была бы особой точкой функции O(s)+c/(s—*/2) (см., напри­
мер, (2), стр. 280). Найдется, таким образом, последовательность Xj-+°°
такая, что

ReL „ +(х,)-<0'

ИЛИ
_ 7/ (м) с
r’E » (6>

П^Х]

Далее, с помощью «контурного интегрирования» ((2), стр. 427) и 
оценки In £(s) =О( (In f)2_2o+s), которая при условии справедливости ги­
потезы Римана имеет место равномерно в области l>Re s=o>o0>1/2 
(см. (*), стр. 331), получается оценка

Ек' (п)
~~п

ci(e)
I" х1г~* ’ (7)

Из соображений непрерывности для каждого х, найдется Оо=Оо(^)>1 
такое, что

Л'(п) I 2с, (е)
„ '/.-гI Xj (8)

Из (8) следует существование 0О такого, что

с
Re/'I.(oo(a:J), 0о)<

(9)

Представляя fx(s) в виде

п ^х
п¥=ре(х/2,х]

из геометрических соображений заключаем, что вследствие неравенств: 
(9) найдется 0 такое, что fx(o0,0)=О (при х, достаточно больших). 
Вследствие леммы утверждение теоремы справедливо.

Если гипотеза Римана неверна, то функция 

бесконечно много раз меняет знак.
Пользуясь соображениями, аналогичными предыдущим, получим, что 

и в этом случае /Ir(s) будут иметь нули в области Res>l при соответ­
ствующих хг.

Доказательство теоремы 2 получается из рассмотрения множеств зна­
чений сумм S (l/ps) и S (1/«8)-

х/2<р^х п>х
п#=ре(х/2, х)
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Теорема 3. Пусть % — характер Дирихле. Существует последова­
тельность хг-+°° такая, что при всяком г=1, 2,... функция Or(s) = 
У (x(re)/«s) имеем нули в области Re s>l.

n^xr

Теорема 4. Пусть 1/2<01<сь<1, % — характер Дирихле. Существует 
Хо=х0(о1, <т2) такое, что при любом х>х0 функция Фх(х) = 2 (х(^)/ге9 П^Х 
имеет бесконечно много нулей в полосе Oi<Res<O2.
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