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НА ОТРЕЗКЕ, МЕНЬШЕМ ЧЕМ ПЕРИОД

(Представлено академиком В. И. Смирновым 4 XII 1973)

Пусть Г„(со) — множество всех тригонометрических полиномов {уп(0)} 
порядка не выше п, подчиненных условию ^„(OJl^l при 0е[— со, со], 
О<со<л; и пусть к означает порядок производной.

Задача. Исследовать функцию

М(^,аг,п, к) = sup (tj)l (1)
V еГ (о) п п' '

с областью определения *

* п—1 представляет исключительный случай и в заметке не затрагивается.

—л=^£<л; 0<со<л; га=2, 3,..., к—1,2,...

Пусть Ф„(со) — множество всех полиномов {срп(0)} с действительными 
коэффициентами из Г«(со). Известно (‘) (см. также (г), стр. 411), что для 
любых со, п, к из области определения функции М существует полипом 
(полиномы) ф„(0)еф„(со) — назовем его экстремальным,—на котором реа­
лизуется искомый supremum. Поэтому (1) эквивалентно следующему опре­
делению функции М:

ТИЧЕ, со, га, Л) = sup <p?’(S) (2)
ФпеФп(Ш)

(с той же областью определения); ниже, основываясь на равенстве (2), 
мы не выходим за пределы множества Ф„(со).

Интересные результаты по этой задаче получены в работах И. И. Прива­
лова (3), Д. Джексона (4), В. С. Виденского (5), Н. И. Черных (6) (некото­
рые результаты содержатся также в работе автора (7)).

Теорема 1. При фиксированных со, п, к, из области определения 
функции Jf(£, со, п, к) (экстремальный полином для любого л, л)
единственный.

Множество всех экстремальных полиномов для — обозначим че­
рез Y(ы, п, к).

Теорема 2. При любом натуральном к

У(со, п, 1)=У(со, п, к).

В дальнейшем будем писать У (со, п) вместо У (со, п, А).
Теорема 3. Множество У (со, и) состоит из полиномов

ч sin 1/20
±т„ (0) =± cos 2га arccos -——-----

Sin ‘/2С0

и множества Zn(co) всех полиномов, достигающих на [—со, со] значений ±1 
точно 2п раз с последовательным чередованием знаков.
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0<©<л;
0<©<л;

Введем следующие множества полиномов:

A„+(©)={Z(0) |Z(0)eZn(©), Z(-©)=1, |Z(©) |<1},
Яп+(©)={г(0) |r(0)e=Z„(©), г(©)=1, |r(—©) | <1}, 
5„+(©) = {s(0) | s(0) eZ„((i)), s(—co) =1, s(w) =—1}, 0<©<л—л/(2n); 
S„+ (л—л/(2га)) = (—1)" sin raO;
2n+(«)=k(0) |g(0)eZ„(©), |<7(±o) |<1, д(о.)=1},
л<л/(2га) <©<л,

где oI — ближайшая к —© точка максимального уклонения полинома <?(0) 
на [—©, и].

Пусть £„*(©)  (либо /?п±(©) ит. д.) означает объединение множеств 
полиномов Л„+(©) и £„“(©), причем, если А„+(©) = {Z(0)}, то Дг(©) = 
= {-Ц0)}.

* Все значения на [—л, л) нумеруются в возрастающем порядке.

Теорема 4.
Z„(w) =£„=*=  (©) U/?n±(©) U5„±(m)

при 0<©=Сл—л/(2га);

Z„(©) =L„± (©) UT?»*  (©) IK?,^ (©)

при л—л/(2га)<©<л.
Замечание. Множество <2„+(®) полиномов {</(0)} выписывается 

явно:
(2„+(a) = {cos n(04-&)}, 2л—©—л/га<й<©.

Для конструктивного определения множества Лп+(©), (а также для 
формулировки последующих результатов) введем обозначения, касающиеся 
полинома тп(0):

п
Тп(0)= у1, Др cosр0;

р=0

{fej}j=o — значения на [—©,©] *,  в которых |т„(0)|=1; — нули по­
линома Тп(0).

Полагая
n n

p=0 p==l

где t — непрерывный параметр, множество Bn+(©) = {Z(0)} можно конст­
руктивно определить следующей системой уравнений:

Z(-©, Z)=l;
Z(Oj(Z), Z) = (-l); /=1, 2,..., 2га—1;
(5Z(0, Z)/50)e=t7 (()=0, 7=1, 2,..., 2n-l; (3)
Z(X(Z),Z) =f;
(5Z(0, Z)/30)e=Mi)=O

с неизвестными (o3(Z)} ylo1 (нули 5Z(0, t)/dd, расположенные на (—©, ©)), 
X(i) (нуль dZ(0, t)/dG, расположенный на (—л, — ©)), {жр(£)}р=о>
(z/p(O}p=i и начальными условиями:

при £=Тп(—л)

o3(Z0)=/ij, /=1, 2,..., 2га—1; X(i0)=—л;

Xp(to)=ap, р=0, !,..., га; yp(to)=0, р=1, 2,..., га.
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Параметр t при 0<со<л—л/(2ге) принимает значения в интервале 
(с(со), т„(—л)), где 1<с(со)<тп(—л), и определяется из равенства 
o2n-i (с (со)) =со, а при л-л/(2ге)=Ссо<л параметр t принимает значения в 
интервале (1, т„(—л)).

Множества Вп+ (со), 0<со<л, и Sn+ (со), 0<со<л—л/ (2ге), конструктивна 
определяются системами уравнений, аналогичными системе (3).

Следствие теорем 1—4. Для произвольных пик

при л—л/(2п')^а<л-,

min J/(S, со, п, к)=пк 
л, л)

min Jf(£, со, п, к)>пк 
£е[-л, л)

при 0<со<л—л/(2ге).
Теорема 5. При фиксированном к<^{1,2,...} и п-+°°

М(£, (Л,п,к)
1Ш1г-------------------------------
П->0О

cos'1 ‘/2?
(sin2 */ 2со — sin2 l/2^)h/2 ’

-со<£<со,

lim
7l-> оо

M (±со, со, п, к) 2к ctgft ‘/2со
1-3 (2fc—1) '

(4)

(5)

Равенство (4) является аналогом предельного равенства С. Н. Берн­
штейна для алгебраических полиномов (8); равенство (5) является пре­
дельным аналогом равенства В. А. Маркова для алгебраических полиномов 
(9) (см. также (8)).

Теорема 6. При произвольных £, со, п, к из области определения 
Л/(£, со, п, к) имеет место следующая оценка сверху:

cos hm — cos 0

Следствие. Из оценки (6) элементарно получается более грубая, но 
и более простая оценка для £е[—л, —со) U (со, л):

М^,а,п,к)<-^- | (tg-|-T„'(0) J+|( sin 9
cos со — cos 0

Tn(0) )
' е=с

(7>

Неравенства (6) и (7) можно использовать для исследования порядков; 
роста М (£, со, п, к) по п и к. В частности, имеет место

Теорема 7. При фиксированных £е[ — л, л), сое(0, л), гее{2, 3,...} 
и при к^>-°°

------- М(£, со,ге, к) I cos ге£ I +1 sin ге£ I 
lim----------- --------- <----------- ——------------

re sm2n */ 2co

Для множества Ar (co, re, к) точек {£} на [—л, л), в которых экстре­
мальными являются полиномы ±т„(0), приведем более точные результаты.
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Введем множества /(со, п) и 7‘(w, п) следующим образом (ниже 
lsSm<+°o, целое):

7(<в, = | Этп(^) такое, что для У/п>тп(£) £е.Ет(со, п, 2тп+1)};

7*(®,  И) = Ш3М£) такое, что для Ут>т(£) п, 2т)}.

Теорема 8.

mes/(co, п) =mes /‘(со, п) = limmesЕх(со, п, А) =2 (л—со).

Теорема 9. При фиксированных сое(0, л)

, М(&, со, п, 2тл+1) lsinre£l
lim----- 1------гдд-------n2m+l
771—>-ОО ' If

ЛТ'(g, co, 72,2ттг)
lim

m->oo

и не {2, 3,...}

п2т

sin2n */ 2со ’ 

I cos nt, I 
sin2" */ 2co ’

£e/(co,h),

£е/*(со,п).
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