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В работе показано, что для упругих оболочек, описываемых уравне­
ниями (*,2), при соответствующих граничных условиях верно неравенст­
во Корна. Благодаря этому можно доказать разрешимость поставленных 
граничных задач и обосновать применимость к ним различных приближен­
ных методов (3,4). Заметим, что единственность решения всех возможных 
краевых задач и разрешимость некоторых из них методом интегральных 
уравнений дается в (*,2).

Для простоты изложения ограничимся рассмотрением призматических 
оболочек. Записав уравнения (2) в изометрической системе координат, 
можно показать, что результаты справедливы и в случае произвольных 
оболочек.

В дальнейшем используются общепринятые обозначения: — не­
которая область с границей Г, ж=(х1, ж2)еО, dx=dxtdx2, H°=L2(£T) — 
пространство функций, квадратично суммируемых на Q; про­
странство Соболева порядка m в Q; H~m (Q) = (Яот (Q))сопряженное к 
//om(Q), где Я0’"(Й) — замыкание Z) (Q) ={у j feZ)(Q), v — бесконечно диф­
ференцируемая функция с компактным носителем в Q}; и (ж) = (ui(x), 
и2 (х),..., ип (ж))' — вектор-функция столбец, и, если Vi ui(x')^H1 то бу­
дем писать и(ж)е(Я)"; || • ||я, (•, •) я — соответственно норма и скалярное 
произведение в Н. Отметим также, что в работе используется принятое в 
тензорном анализе правило суммирования — латинские буквы пробегают 
значения 1, 2, 3, греческие — 1,2 (см. например, (2)).

Согласно (*,2), равновесие упругих призматических оболочек описы­
вается системой дифференциальных уравнений
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0 (U) = Zl2ft+1 'dua k ,d\uh
\dxa Ua dxa ~r

k VI „ й+2тп+1 k V4 k+2m k
u" = (2fc 4- 1) / u , it'= (2fc + 1) 2_| u > ui= 0, когда к > N;

m=0 m=l

к и ц — постоянные Ламе, h=h(Xi, ж2) >/t0=const>0 — ограниченная функ­
ция на £2 вместе со своими первыми производными; 2h — толщина оболоч- 

н k
ки; и,(я), /с=0,1,..., N; Z=l, 2, 3,—искомые и РДя)еЛ2(£2), /с=0, 1,... 
..N; 1=1, 2, 3,— заданные функции.

Сделаем предположения относительно Q и Г: a) Q — сумма областей, 
каждая из которых звездная относительно некоторого шара; б) Г — ку­
сочно-гладкая кривая. Пусть Г=Г„11ГФ, Г„ПГФ=О.

Обозначим через А оператор системы (1). Поставим следующую за- 

дачу: найти решение и{х) = (ut, и2, и3,..., щ, и2, и3)' уравнения

Au=F в Q; F= (Fi, F2, F3,..., Fi, F2, F3)' (2)

удовлетворяющее граничным условиям.
u(x)=u, й задано на Г„, (3)

Pi=Pi cos (Z, Xi) +P2 cos (Z, x2) =q>, <p задано на ГФ, (4)
ООО N

где I — внешняя единичная нормаль к Г, Ра= (Р1а, Р2а, Рз«,. . . ,Pia, 
N N
Р2а» Рза) • 

Замечание!. Г„ или Гф может быть пустым. 
Согласно (2) справедлива формула Грина

(Ли, р) = а (и, р) — У, 2F+T Р^1аАГ Vu’ у е
k=0 ' г

где а (и, v) — билинейная форма,
N

а (и, v) = t h^1 {Х9 (и) 9 (р) + 2fieaP (и) еа₽ (р) +

k k k k
+ 4цеа3 (и) еаз (р) + 2це33 (и) е33 (р)} dx, (5)

1а, а=1, 2,—составляющие I и u=3(W+l).
Замечание 2. Из (5) следует, что форма a(u,v) симметрична и 

$ (и) = а (и, и) > 2<г+1 У, \ {еар (и) еаЭ (и) + еаз (и) е33 (и)+ е|3 (и)} dx,

где й=шах/г(я1, х2).

Пусть теперь
О о О N NN k

7 = [р(я)|р = (рь р2, р3,..., plt p2, p3), Pi<=№•(&)}.

Покажем, что имеет место следующая вспомогательная 
Теорема 1. Если для Q и Г выполнены условия а) и б), то суще­

ствует такое v=const>0, зависящее от Q, что

S (р ) + ||p||(h»)"^=v||p||v VpeV.
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Заметим, что эта теорема устанавливает эквивалентность норм ||н||.= 
= (<F(v) + l|p||(H0)n)'/! и ||н||у.

Доказательство. Введем обозначения

Тогда

k k
S«₽ .= 0,5 (du?Jdxa + duajdxp),

k
8аз = ди3!дха

есф (и) — h (8а₽ ~Ь ^а₽ (и))> еаЗ (м) — h (баз ~Ь Г;з (w)), (6)

где tat (и-) зависят линейно от щ.
Рассмотрим теперь пространство Е= {и | ре (77°)"} такое, что Vi,j k

ец(и)^Н0. Очевидно, что последнее выполняется автоматически для ь
е33(к). Можно установить, что Е — гильбертово пространство с нормой 
II • IIjesII ■ IIСправедливо тождество

д2иа _ д k д k д k
дхрдху дхр e“v дху 8“^ дха
h k

Если и^Е, по еаДн)еЯ° и, как это следует из (6), ЕареЯ"; поэтому

Далее, из (7) имеем 

д2 
дхадху up е П'1 (Q) V (а, р, у).

д k д2 k _
Таким образом-^— иа, иае.П 1(Q). В этом случае, согласно (5)

д k
(теорема 3.2, стр. 111), —иа^.Н°, откуда окончательно можно сделать гар
заключение: если и^Е, то u^V\ очевидно и обратное. Поэтому E=V ал­
гебраически. Далее, так как включение V-+E непрерывно и сюръектив­
но, применяя теорему о замкнутом графике (см. (6)), можно утверждать, 
что || • ||Е и || • || г — эквивалентные нормы.

С помощью теоремы 1 доказываются две основные теоремы.
Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1 и Г„ имеет поло­

жительную меру. Положим Е0={р[пеР, у=0 на ГД.
Тогда существует такое v0=const>0, что

а(и, u)>v0||iiilr2 vu<=Vn.
Перейдем к формулировке другой осноеной теоремы Сперва заметим, 

что в случае Г„=0 а (и, к) '1г — полунорма в V. Перейдем к фактор-про- 
странству V=V/R, где

R ={г(х)\г = (Г!, г2, г3, т\, г2, г3, 0,..., 0), Г1 = «! — Ь3хг,
г2 — а2 ~Г Ъ3х±,

„ 11 1 ЛГз == Я3 —J- — ^2*^1? Т1 == ^2? 7*2 == ^1, Г3 == == COllSt — Up 0113*
вольные}, причем &1=й2=0 при 7V=0.

Определим в Г соответствующим образом билинейную форму

н(й, v) =а(и, и), «ей, v^v.

Теорема 3. Пусть выполнены условия теоремы 1 и Гм=0, тогда

а(й, w)>v0||zz ||*. УйеГ; v0 = const >0.
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Из основных теорем, применяя известные рассуждения (s), следуют 
Теорема 4. Если выполнены условия теоремы 1 и Г„ имеет поло­

жительную меру, то задача (2) —(4) разрешима единственным образом и 
решение u(x)^Va.

Теорема 5. Если выполнены условия теоремы 1, Ги=0 и

r;F = 0 Vr е R
fe=0 n

то существует единственное с точностью до слагаемой r^R решение за­
дачи (2) —(4) u(x)^V.
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