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В работе (s) Р. С. Эфендиевым построен первый член асимптотики 
по малому параметру решения краевой задачи для эллиптического урав­
нения, вырождающегося в параболическое в конечном цилиндре. При 
построении последующих членов асимптотики встречаются трудности в 
связи с наличием угловых точек. Настоящая работа посвящена построе­
нию полной асимптотики решения одной из таких задач.

Пусть Q={0^^<°°, 0=Сх<1} — полуполоса. В Q ищем стремящееся 
к нулю при t^-°° вместе с производными первого порядка по t решение 
задачи

S’eu=s\2u+S>0u=f, (1)

dku I
~dt* I

дки I
5^ lx=0,x=l (2)

Здесь e>0 —малый параметр, f(t, x) — заданная гладкая функция, й’о — 
параболический оператор с постоянными коэффициентами,

г=0

<э4 а4 а4 
-----+2-----------+----- , 
аг4 аг2 дхг а^4

Асимптотическое представление решения задачи (1), (2) будем
искать в виде

u=Wo+&'hWi+&lzw2+ ... +е,л (н0+б'/'Р1+е1/1Р2+ . ■.). (3)

Прежде чем приступить к построению асимптотики решения задачи
(1), (2) по малому параметру, напишем второе расщепление оператора 
2?z вблизи границы i=0, для чего сделаем замену переменных

t=e'AT, х=х.

В новых переменных оператор 2?\ имеет вид

0^е-'Л /— + — +е‘/’2’1+2е1/з
\ аг дг

д1
dt2 дх2

0)

Расщеплениям (1) и (4) соответствуют итерационные процессы, если 
приближенные решения уравнений (1) и о^=О будем искать соответ­
ственно в виде 

u?=Wo+ev’u?1+ ...,
V = E,‘(Vo+eI’Vi+ ...).

(5)
(6)
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Подставляя выражения для w и v из (5) и (6) соответственно в 
уравнения (1), ок=0 и сравнивая коэффициенты при одинаковых 
степенях по е, имеем

S’owo=f, (7)
(8)

3?oWi=Q, (9)
S^owh=—\2wh-3, k=3,k,... (10)

Имеем также
dlv0 dv0
Зт4 дх

о

0,

dlvk-i
, k=i,2,...-,

(H)

(12)dz4

здесь предполагается, что n-3=V-2=V-i=0.
Описанные выше итерационные процессы связаны между собой гра­

ничными условиями. Для выявления этой связи потребуем, чтобы

(и;0+е'ЛШ1+ ...) |f=o+ev"(Po+e'/’Pi+ ...) | х=о=О,

—— (wo+e'3w1+ ...) |t=0+—- (p0+e’/’Pi+...) 1т=о=О, 
dt дх

(u\>+e' ‘гщ+...) +ev* (y0+ev’f1+ ...) ] L=o,x=i=O, /с=0,1. 
дхк

Отсюда имеем

w01 (=о=О,
дх*

к=0,1,

ПЛ i т=о £Л'~ilT-=o, /с=0,1;

(13)

И, наконец,
dvi I dwi I
дх lt=0 dt I ,=ъ’ (15)

Таким образом, члены разложений (5) и (6) являются соответствую­
щими решениями уравнения (7) —(12), удовлетворяющими граничным 
условиям (13) —(15).

Задачу (7) и (13) назовем вырожденной. Очевидно, если 
f(t, х) — гладкая функция, то решение вырожденной задачи будет глад­
кой функцией, стремящейся к нулю при £-»-<» со всеми производны­
ми по t.

Зная функцию w0, из задачи (11) и (15) при i=0 определяем функ­
цию Vo как функцию типа пограничного слоя при t=0.

Очевидно, характеристическое уравнение, соответствующее уравне­
нию (11), имеет один корень %=—1. Этот факт обеспечивает регулярность 
вырождения задачи. Нетрудно видеть, что

dw0(fi,x)

Определив функцию v0 из задачи (8) и (14) при г=1, определяем 
Wi. Зная функции щ и Wi, определяем функцию щ как решение типа
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пограничного слоя задачи

d4t’i , dvi д‘и0
dx'‘ дт Z=J дхг t=0

dvi I dwt I
dx I T=o dt I (=o

Можно легко показать, что решение последней задачи имеет вид

Гa№(0.x) +1+L Г^(О.*) II
I др 3 I dt if

Предположим, что

= 0, к=0,1.

Тогда функция щ (т, х) удовлетворяет всем граничным условиям относи­
тельно переменного х.

Продолжая процесс, определяем все функции, входящие в разложе­
ния (4) и (5).

Оказывается, накладывая некие условия согласования на функцию 
f(t, ж), можно добиться, чтобы все функции щ, г=0,1, удовлетворяли 
граничным условиям по х.

Таким образом, будут определены все слагаемые разложения (3).
Теперь оценим остаточный член, для чего (3) запишем в виде

•Отсюда

и —е</3гг;+^2 e(1+j)/3n,+enz. 
i*0 j=0

enz=u— J1' е,узщ— У[ е(1+л/3щ.
г=0 з=0

(lb)

Действуя на обе части последнего равенства соответствующими рас­
щеплениями оператора S г и учитывая уравнения, полученные из ите­
рационных процессов, имеем краевую задачу для z:

5z
dt

2 I х=0,х=1 =0,
dz I
dx i

= 0,

(17)

(18)

(19)

причем dz/df^O при k=Q, 1; здесь h и ср(x) суть известные
функции.

Отметим, что если функция f(t, х) гладкая и dkf/dxh\x=0, x=t=0, к= 
=0, 1,..., 2п+1, то функция cp(z) удовлетворяет следующим условиям: 
ф(0) =ф(1) =ф'(0) =ф'(1) =0. Учитывая это, в задаче (17) —(19) можно 
ввести новую функцию zt:

Zi=z—te~‘<p(x). (29)
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Тогда Zi будет стремящимся к нулю при £->о° вместе со своими про­
изводными по i первого порядка решением задачи

3? eZj Til,

dkz, 
dtK

= 0
i = 0

dkZl 
dxh

k=0,1.

Имеет место следующая
Теорема 1. Для решения задачи (21), (22) справедлива оценка

Ikll^dlM, (23)

где норма понимается в смысле метрики пространства а с — по­
стоянная, не зависящая от е.

Теорема доказывается умножением обеих частей уравнения (21) на Zi 
и интегрированием полученного выражения по частям с учетом гранич­
ных условий,.

Зная оценку для zf, из равенства (20) получаем оценку и для z.
Подытоживая изложенное, можно сформулировать следующее утверж­

дение.
Теорема 2. Если — гладкая функция и dhf/dxk\x^OtX=l=Q, k=

=0,1,..., 6п+1, то для решения задачи (1), (2) имеет место асимптоти­
ческое представление (3), причем функции Wi определяются первым ите­
рационным процессом, vt суть функции типа пограничного слоя, опреде­
ляемые вторым итерационным процессом, a enz — остаточный член, при­
чем z ограничен в метрике пространства L2 (Q).
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