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ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ СООТНОШЕНИЯ В ЧАСТНЫХ РАЗНОСТЯХ 
ДЛЯ ГИПЕРГЕОМЕТРИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

(Представлено академиком С. Л. Соболевым 6 XII 1973)

Выводятся функциональные соотношения с разностными операторами 
для гинергеометрической функции Гаусса, функции Аппеля четвертого 
рода и обобщенной гипергеометрической функции Fc Лауричелла от трех 
переменных. Операторы функциональных соотношений принадлежат клас­
су разностных операторов с постоянными коэффициентами.

Синтез разностных операторов в соотношениях для гипергеометриче­
ских функций основан на составлении произведения сумм операторов 
сдвига, т. е. осуществляется противоположным путем по отношению к 
обычно применяемому расщеплению разностных операторов ('). Вывод 
функциональных соотношений в частных разностях опирается на преобра­
зование Меллина произведения цилиндрических функций (3~5).

1. Рассмотрим произведение функций
п

Ф=Ф (z, «1, а2,..., an) ==z“‘ JjFs (z, aA),
fe=2

где для каждой из функций Fk(z, aA) имеет место пара функциональных 
соотношений вида (cA=const)

T^[z±a“Fft(z, aft) ]=сАг±а“УА(г, aA=Fl). (1)
az

Следствием (1) для произведения Ф являются два выражения

-^-Ф = [(а1+а)Е;‘+Ат]Ф, (2)
dz

где операторы А+, А- представляют собой суммы операторов сдвига Е 
Ea^F^z, ah)=Fk(z, aA±l)

вида
n

А±= }ckE**, a=a2+a3+... +a„.
fe=2

Предположим, что оператор Тг удовлетворяет равенству

и введем функцию <р(Р), для которой имеет место функциональное соот­
ношение

ф(Р+2)=р<р(р). (4)
Действуя оператором Тг на обе части выражения (2), найдем пару со­

отношений
(Eai-l-AJS=0 (5)
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для функции S, связанной с произведением Ф равенством

S=S(a.i, а2,..., ап)=ф(1—а1+а)<р(1—а4—a)7\O(z, «i, а2,..
Нетрудно видеть, что следствием пары соотношений (5) является вы­

ражение
(ЕаГ2-Л+Л_)5=0, (6)

которое содержит произведение сумм операторов сдвига А+А_.
2. Положим р1=а1/2, 0=а/2; 0„=0—а(1, 1</с<ге, и введем функцию И, 

связанную с функцией S:

Н=Н(^>, 0lt 02,..., ₽п-1) =c“‘S(a,, а2,..., а,.),
с=с2+с3+ ... +с„.

Соотношение (6) при некоторых п влечет для функции Н равенство 
вида

RH=Q, (7)
где R — разностный оператор.

Пусть п=3. Тогда оператор
7?=Vp1+rAp1Vp2, г=с2с3/с2, (8)

где (/ — единичный оператор) \=Е—1, V=I—E~', представляет собой 
разностный аналог дифференциального оператора

L—d/dt+a дЧдз?.

Положим п=4. Оператор
R=Vp,+r ,Ap2V р2~Ьг2 (Ар, V ps+ V р,Ар3) +r3Ap3V р„

Г1=с2(с3+с4)/с2, г2=—С2Сз/с2, Гз=Сз(с2+с4)/с2,

принимает вид разностного аналога оператора
д д2 д2 д2

L =-----+ а — + 2Ь--------- + с —.
dt дх2 дхду дуг

Пусть п=5. Тогда оператор
R—Vp,+riAp, V p,+r2Ap3V p3+r3Ap4V pt+r4 (Ар, V р,+V p2Ap3) + 

+r5(Ap2Vp4+Vp2Ap4)+r6(Ap3Vp4+V p3Ap4), (9)
r,=c2 (c3+c4+c5) /с2, Г2=Сз (c2+c4+c5) Ic2, 

Гз=с4(с2+сз+с5)/с2, r4=—c2c3/c2, rs=—c2c4/c2,
r6=—c3c4/c2,

является аналогом оператора

L

Соотношение (7) для оператора (9) допускает другую интерпретацию. 
Определим диагональные разностные операторы по аналогии с произведе­
нием AaVa равенствами

<а>р=ВД-2/+Еа-,£р-‘. >а<р=ад-1-27+Еа-‘£р
и запишем оператор R в виде

/? = Vp,+r1<V1>T3+r2>V2<V3+r3<vJ>V4~l’
4-г 4<3v2t>v44“r5<4V3t>V44T(Ю)

12 = 03+04-0, 73 = 0-02-04, 74 = 0-02-03,
rt=c2c3/c?, r2=c4c5/c2, r3=c2c4/c2, r4=c3c5/c2,

Гз=с2с5/с2, r6=c3c4/c2.
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Соотношение (7) с оператором (10) совпадает по форме —с точностью 
до коэффициентов — с уравнением случайных блужданий на гранецентри­
рованной кубической решетке (2).

3. В качестве функций Fh (z, aft) можно выбрать цилиндрические функ­
ции от мнимого аргумента

Л(г, а)=7а (cz), FK(z, a)=eiI,a^a(cz). (И)

Эти функции удовлетворяют соотношению (1) из работы (3).
В качестве оператора Tz можно взять интегральный оператор (функ­

ционал) вида
00

T?F(z) = Jv(z)dz, (12)
О

если интеграл (12) существует и

lira Y(z)=0. (13)
z-*+0

Интегрированием по частям нетрудно показать, что для функционала 
Tz имеет место равенство (3). Условие (13) для функций (11) выполнено 
при Re (a,±a2±a3± ... ±а„) >0.

Функциональное уравнение (4) для <р(Р) по существу совпадает 
с функциональным соотношением для гамма-функции Эйлера и можно по­
ложить ф(2р)=2рГ(^).

4. Выразим Н через гипергеометрические функции, полагая F2(z, a2) = 
=FK(z, a2) и обозначая выбор Fh(z,ah) при к>2 в виде Н=Нт,т, .„ 
mh=I, если Л(г, ай) =7’I(z, аА), или тъ=К, если УА(г, аА) =FK(z, аА).

Положим п=3. Тогда Н($, [},, р2) выражается через гипергеометриче­
скую функцию Гаусса (3):

c2f,Csf2+?

£201+02+0+1COS л(Р + Р1)

(14)

-------------—------------------—-------В ( —+B.+B,, -+8,-82 
cosn(p+p,)cosn(p-p,) 2c22^+p+1-----\2 K H 2 H H

X2F, ( -1 + f},+f}2,4- + ₽.+?, l+2?„ 1-c37c22) ,

где В (p, q) — бета-функция Эйлера.
Пусть п=4. Тогда НТ1 может быть выражена через обобщенную гипер­

геометрическую функцию Аппеля от двух переменных четвертого рода (4):

с2₽-с?-Р1сЛ+?’ Г(1/2+р1+р2)Г(1/2-^,+р)^
" cosn(p+p,) с^.+^+₽+* Г(1+₽-р3)Г(1+р2+р3)

X (-у +₽i+02, +0‘+₽> 1+[J—£3, 1+^г+Рз, Сз2/с22, <\7с22} .
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гсл+р.+р^гОА-р.+Р) f i±
г(1+р-р3)Г(1+р-р4)Г(1+р2+рз+р«-р) \ 2

Положим п=5. Тогда Н ш можно записать, используя гипергсомвтри- 
ческую функцию Fc Лауричелла от трех переменных (5):

ле<я(Р_₽’) c2plC3P_Psctp-p‘c5Pj+p'+p*-p
HnI = cosn(p+p.)' C22P-+P’+P+1 Х

+ Р1 + Рг, -|"+01 + ?> 1 +

+ р-рз, 1+Р-₽4, 1+Р2+₽з+₽4-Р, Сз2/с22, С47с22, cs2/c22).

Выражение (7) для оператора (8) обобщает рекуррентное соотноше­
ние с постоянными коэффициентами для Smn'(chr) — функций Н. Я. Ви­
ленкина (5). Функция Нг при целочисленных р, р2 отличается несущест­
венным множителем от 8-функции. Соотношение (7), (8) для функций 
(14) включает выведенное нами ранее функциональное уравнение для 
функций Лежандра первого и второго рода (7_9).
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