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МНОЖЕСТВЕ КОНТУРОВ

(Представлено академиком П. Я. Кониной 5 XI 1973)

1. Рассмотрим задачу Римана *

* О задаче Римана как на конечном, так и на счетном множестве контуров см. 
е-10). ■

** Все кривые L* ориентированы так, что внутренние области остаются слева.
I Ф («0 - ф(«г) |

*** ф(£)еЯДА), если sup sup --------------------- < +°°.
h ii.faerjt |fl —

0>+(l)=G(i)O-(f)+g(i), t^L, (1)
для контура L, состоящего из счетного множества простых гладких замк­
нутых кривых Lk, k—1, 2, ..., удовлетворяющих условиям

z=0eD1+; Lk<=Dk+l, k=l,2,...; limr*=«>;
fe->co

^=G(rJ, inf pk>0; 
k

s(Zi, i2) 

SUP su₽ j/ . I k ti.i2^Lk It'l 4-21

< +oo (2)

(rA=inf |i|, Zk=$ \dt|, Dk+ — внутренность кривой Lk, ** — расстояние от

Lk до L—Lk, s(ti, t2) — длина меньшей из дуг tit2<=Lk). Искомая кусочно­
аналитическая функция Ф (z) удовлетворяет еще условию на бесконечно­
сти: для любого достаточно малого б>0

Иш Ф (z) =0 (3)
при z->-°o на множестве Db={z|p(z, L)>6}.

Пусть функции и g(Z) удовлетворяют условию Гёльдера на
каждой кривой Lk. Введем следующие обозначения:

0, z^DA,

z^Dk~ П Dk.

G9(Z) =G(t)t~x\ y*k  Ind-LftG" ,

L

Предположим, что Go (£)е-Й\(Ь) ***,  0<А=С1, и 
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lim[Go(O—l]t“=O, a>2.

Рассмотрим сначала однородную задачу Римана
Лемма 1. Функция Ф (z) тогда и только тогда удовлетворяет одно­

родному условию (1), когда функция Ф(г)/Х(г) целая.
Для доказательства леммы достаточно убедиться в справедливости 

факторизации
G(i)=X+(i)/X-(i), t^L.

В соответствии с леммой интерес представляет множество ЭИ целых 
функций, порождающих решения однородной задачи Римана, т. е. таких 
целых функций 4r(z), для которых функции Ф (z) =X(z) Чг (z) удовлетво­
ряют условию (3).

Теорема 1. При хСО множество ЭИ не содержит функций, отличных 
от нуля. Если 0<х<+°°, то ЭИ есть множество многочленов степени не 
выше, чем х—1. При х=+°° в ЯП входят все многочлены.

Доказательство теоремы производится с помощью непосредствен­
ной оценки на бесконечности функции

¥(г)=Ф(г)/Х(г)еЭП.

Следствие. ТИакснл/альное число л.н.з. решений однородной зада­
чи^) Z=max{0, х}.

Теорема 1 не дает полного описания множества ЯП в случае х=+°о. 
Для более подробного рассмотрения этого случая введем обозначения *:  

ф(ж) =х (ех)ж, ж>0; Ит1Пф(а:) ;

* <р (а?) — функция, двойственная по Юнгу к ср (ж) (см. (“), стр. 86).

х ->4-оо х->4-оо X

ЯП, — множество целых функций порядка р <г; Э1Г — множество целых функ­
ций порядка р>г.

Теорема 2. ЭП,.сЭИ, 91ЬПЭП=0 и для любого с<^(а, Ь) %ЯС<&Я1, 
Э1СПЭИ^0.

При доказательстве теоремы 2 использовались следующие утверждения.
Лемма 2. Если нижний порядок целой функции Y (z) р'>а, то

W(z)<&Dt.
Лемма 3. Если limlaje’s (п,<4-оо, где

фе(ж) = [х(е75)—6—е]1п(е752), е>0,
В=sup ; Rh = sup 111,

*
TO

oo

T (z) = J1, a„z” e ЗЛ.
n=0

Рассмотрим неоднородную задачу Римана (1), предполагая, что

Иш
/->со

g(t)t№
X+(Z)4%(i)

p>3,

где 4rg(z) еЯИ при х>0 и 4Fg(z) =zx при —°°<х^0.
Теорема 3. При 0Сх^+<» неоднородная задача (1) безусловно раз­

решима и ее общее решение находится по формуле
g(r)дт

Х+(т)Т,(т) (t-z)
•], Т(г)еЭП. (4)

14



Если —°°<z<0, то задача (1) имеет (единственное) решение (4) тог­
да и только тогда, когда выполнены —х условий разрешимости

g(T)T*- ‘
Х+(т)

di=Q,

Рассмотрим задачу Газемана

Ф+[сФ)1=адф-(о+т t^L, (5)

в случае, когда контур L состоит из счетного множества окружностей 
Lft={|Z| =rj, А=1, 2, inf(ni+1—гй)>0. Краевое условие (5) в этом слу- й
чае можно записать в виде

ф+[Г/[е«»-.(?> ] =G[rfteie'‘(v) ] ф- [rfteie“<v) ] +g[rhei<3M ], (6)
^=rAeiTeZft, k=l, 2,...,

где e,0‘(T),... — счетное множество сохраняющих ориентацию
дифференцируемых гомеоморфизмов единичной окружности на себя.

Задача Газемана (6) сводится к задаче Римана (1) с помощью склеи­
вающей функции со (г), определяемой по условию

Теорема 4. Если

sup sup max{0/(7), 1/0/(7) }<+<», (7)

то склеивающая функция существует.
При условии (7) склеивающая функция имеет вид

z^D,+, 
zt=Dk~ П Dk.

где ак(те,',)=геге^, a w(z) есть гомеоморфизм всей плоскости на себя, 
удовлетворяющий уравнению Белътрами

dw/dz=p(z)d w/ dz,

О,
i-е/(у)
1+0/(1)

zeDi+,

z=re’T <= Dh~ 3 Dt+i

Контур E, получаемый после склеивания, вообще говоря не удовлетво­
ряет условиям (2), необходимым для применения к задаче Газемана 
теорем 1—3. В связи с этим наложим на a(Z) более жесткие ограничения, 
чем условия (7).

Теорема 5. Если

sup sup 11-0/(7) Iг“+1<+<ю,
k I

sup sup
h Ti.Tl

1е/(7г)-е/(ъ)1
172-711“

rk+l<+00, a>0,

то контур E удовлетворяет условиям (2).

(8)
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Доказательство теоремы основано 
(С2), стр. 97)

ф(£) + -^^- И dxdy=v(%),

на рассмотрении уравнения

в пространстве С/, 0<о<1, с нормой

||ф|| = sup |<p(g)|4-sup
|5|<>/Г1 k

sup

i=l,2

|ф&)—<p(Ei)| 
l?2 — giT

Таким образом, при выполнении условий (8) для задачи Газемана (6) 
справедливы аналоги теоремы 1—3.
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