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Рассматривается дискретный оператор типа Винера — Хопфа вида
со

(®ф) „=фп-е’“в ап-4фл=/„, п=0,1,2,..., (1>
Л—О

при обычных предположениях {ап}„“=-~ е Ц {ф„}Г—», {МГ—. е U 
(1<р<оо),с+°.

Как известно (У), при ®=0 нётеровость и индекс оператора (1) опреде­

ляются функцией o(i) =i—а(£) =1 — S ahth, называемой символом.k—— со
В (2) показано, что при рациональном со/(2л) символ оператора (1) выгля­
дит сложнее: o(i)=l—a(£)a(te<B).. .a(fei(’”_1)“); и/(2л)=г/т; (г, m)=l.. 
Условие о (£)#=(), |f| =1, необходимо и достаточно для нётеровости операто- 

1
ра(1), при этом его индекс х(й) = — — indo(f).

m
Мы здесь будем рассматривать случай иррационального со/ (2л) при 

следующих предположениях:
а) функция я Ц) не обращается в нуль:

a(i)=H=0, |i|'=l; (2)

б) число со таково, что &/ (2л) медленно приближается рациональными 
числами, т. е.

| и/(2л) — ш/п\>с/п'1 (3)

для любых целых m и п>0 (с=с(со), 7=7 (со)—постоянные, зависящие 
только от а).

Заметим, что условие (3) выполняется при почти иррациональных 
®/(2л), при этом можно взять 7=2+е, е>0. Именно, справедливо сле­
дующее утверждение: для любого е>0 и для почти всех as (0, 2л) сущест­
вует с=с(а), так что |a—пг/п\>с/п2+е для любых целых m и ге>0 (С,*), 
см. также (5)). Среди оставшихся чисел есть такие, скорость приближения 
которых рациональными может оказаться сколь угодно высокой (см. О), 
так что неравенство (3) для них невыполнимо.

При предположениях (2), (3) получены необходимые и достаточные 
условия нётеровости оператора ?! и вычислен его индекс. Оказывается, что 
нётеровость оператора (1) определяется средним значением ра функции 
In | a(t) | по единичной окружности:

1 ая
Р«(о = — j In I a (ei0) Ido. (4)

0
Сформулируем основной результат (см. п. 3°).
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Теорема 1. Пусть a(t)^=Q, |j|=l, и со/(2л) — иррациональное число, 
медленно приближаемое рациональными числами. Для того чтобы опера­
тор St вида (1) был нётеров в пространствах Zp+(l^pC°o), с+°, необходимо 
и достаточно, чтобы ра(о=^0. При выполнении условия ра(()=/=0 индекс опе­
ратора 91 вычисляется по формуле

%(Я)=(0’ если р»(«<о, (5)
I— inda(i), если pe(i)>0.

Аналогичный результат может быть получен для более общих операто­
ров типа парных операторов свертки.

Исследование основывается на «факторизации со сдвигом» (6) достаточ­
но гладких функций, которая становится возможной благодаря известным 
оценкам малых знаменателей (см. (3_4)).

1°. Введем ряд обозначений. Пусть

(4<р)п = У* га=0, ±1, ±2,... ; (6)

Л=—оо

(т/ф) »=фп.-г, (<?ф) п=е<<4"фп, п=0, ±1, ±2,...; (7)

(Р+ф) О, фо, ф!, ф2,...}, Р-=1—Р + .

Функция a(f) = Е ahth называется символом оператора свертки ви- k= — оо
да (6). Очевидно тг — оператор свертки с символом t‘.

В силу леммы 3 из (7) оператор (1) одновременно нётеров и имеет оди­
наковый индекс (и даже дефектные числа) с оператором

K=(I-QA)P++P_, (1‘)

рассматриваемым в пространствах Zp(Kp<°°), с°. Поэтому вместо (1) 
достаточно исследовать оператор (I1).

2°. Здесь мы рассмотрим оператор вида I—QA. Прежде всего изучим 
простейший оператор вида I—Хтг<?, являющийся частным случаем операто­
ра I—QA при a(t) —ait1, при этом мы не будем требовать от со/(2л) выпол­
нения условия (3) (при 1=0 ср. также с (8)).

Лемма 1. Пусть со/(2л) — иррациональное число. Следующие усло­
вия эквивалентны: а) оператор I—'KxiQ нётеров-, б) оператор I—KxiQ обра­
тим; в) |Л| =И=1. Если |Х| =1, то образ оператора I—KxiQ не замкнут.

Очевидно, что при |Х| ¥=1 оператор I—hxiQ обратим.
Пусть теперь от противного |Х0|=1, а оператор I—hoXiQ нётеров. Вос­

пользуемся равенствами
(I—XxiQ')xs=xs(I—Xei“‘sxiQ'), s=0, ±1, ±2, ... (8)

Множество {XeIBS}s“=o плотно (см., например, (4, 8)) на единичной окруж­
ности и, следовательно, в силу устойчивости свойства нётеровости, при не­
котором s оператор I—'ke^XiQ нётеров. Тогда из (8) следует, что оператор 
I—7.x iQ оказывается нётеровым при всех X, |Х|=1. Но тогда оператор 

—XZ нётеров при всех комплексных X, что невозможно в бесконечно­
мерном пространстве (9).

Лемма 2. Пусть a(t)^=O, |i|=l, и а/(2л) — иррациональное число, 
медленно приближаемое рациональными числами. Для того чтобы оператор 
I—QA был нётеров (обратим) в пространствах 1р(1^р^°°), с°, необходимо 
и достаточно, чтобы ра(() =/=().

Доказательство основано на возможности «факторизации со сдви­
гом» функции

29



где Z=inda(?) и

Если a(?) — достаточно гладкая функция (мы будем считать ее даже 
бесконечно дифференцируемой), то для b(i) выполнены все условия 1) — 
4) из (6), необходимые для факторизуемости, так что справедливо пред­
ставление

Ъ(*) = indi;(0=0. (9>

Обозначим

(Рф)« = У, vn-k<pk, v(i)=^vtt\ Xa = ^Lert”.

к= = оо k~— со
Представление (э) порождает факторизацию оператора Ха_1т_гЛ в виде 

Ka~lx-iA=Q~lVQ -V~l, где V, V~l, Q~lVQ — операторы свертки вида (6). Но 
тогда

Z-<2n=V(Z-MiQ,T,(2)7-1. (10)

Из (10) с учетом леммы 1, следует справедливость леммы 2 для случая 
бесконечно дифференцируемой функции а(?).

Для произвольной функции а({)еЖ доказательство леммы 2 основано 
на приближении a(i) бесконечно дифференцируемой функцией. При этом 
в достаточной части используется тот факт, что при малых е числа рД(«> и 
pee(i) имеют один и тот же знак. В необходимой части, предполагая про­
тивное, приходим к нётерову оператору I—QAe, символ которого fls(i)e 
еС“, | ? | =1, и р0£ (i)=Pa<t)=O, что невозможно.

3°. Здесь мы в основных чертах наметим доказательство теоремы 1.
а) Достаточность. Так как (Z—QA)P+—P+(J—QA) —вполне не­

прерывный оператор, то согласно следствию из леммы 2 в (2) (ср. также с 
леммой 2 из (1С)), нётеровость оператора I—QA влечет нётеровость опера­
тора (1) и (I1), что доказывает достаточность в теореме 1.

б) Формула для индекса. Пусть a(?)eC“, |i|=l. Используя 
(10), получаем равенство

(Z-(2H)P++Z’_=(yZ’++Z3_) {(Z-Mto'T^)P++P_} (У-ЛР++Р_)+Л, (И) 

где Ti — вполне непрерывный оператор, откуда с учетом ind и (?) =0, сле­
дует н[ (Z—(M)Z\+P_]=x(Z—Хае<шЧХ?Р+). При ро<0 имеем ||Ляем>!тг(?Р+||= 
= | %а|<1, так что оператор I—2,яе{ш!тг(ХР+ обратим и формула (5) доказана 
при ра<0 и a(i)eC“, |i|=l. Если a(t)eW, то формула для индекса при 
р„<0 доказывается приближением, при этом следует учесть, что при доста­
точно малых приближениях свойство pO(S <0 при ря<0 сохраняется.

Наконец, в случае ра>0 перепишем оператор (I1) в виде
(Z-(?H)P++P_=(^P+4-P_) (ЛР++Р_) {(H-i<?=1-Z)P++P_}+T2,

где Т2 — вполне непрерывный оператор. Оператор QP++P_ обратим: 
{QP++P-')~i=Q~lPJr+P-. Так как р1/а=—ра<0, то согласно предыдущему 
оператор —Г)Р++Р_ также обратим. Поэтому индекс нашего опе­
ратора (I1) совпадает с индексом оператора АР++Р_ типа Винера — Хоп- 
фа и равен — ind а (?).

в) Доказательство необходимости проводится от противного. Считаем, 
что ра(1)=0 и что (I—QA)P++P- нётеров. Пусть еще я(?)еС", |?|=1. 
Тогда имеет место (11), откуда следует, что оператор M=(I—'krlQ')P++P_ 
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нётеров при некотором X=Xo=Xae<“i. Как и при доказательстве леммы 
тогда нетрудно получить, что М нётеров при всех X, | X | =1. Рассматривая 
композицию Ш/Q, где (Qcp) n=q>-n, n=0, ±1,..., Q2=Z нетрудно увидеть, 
что при всех X, | X | =1, оператор (Z—Хтг^)Р_+Р+ нётеров. Но тогда компо­
зиция {(Z—Х0Тг(?) Р++Р_} {(Z—XotiQ) Р-+Р+} = (Z—XotiQ) +Т з нётерова, 
где Т3 — вполне непрерывный оператор, что невозможно, так как |Х0| =1 
(см. лемму 1). Для произвольной a(t)^-W доказательство необходимости 
проводится приближением.

Из теоремы 1 вытекает
Сд-едствие. Пусть a(t)^=Q, |i[ =1, и со/(2л) — иррациональ­

ное число, медленно приближаемое рациональными числами. Для того 
чтобы оператор (A—QB)P++P- был нётеров в пространствах lp (КрСоо) г 
с°, необходимо, чтобы Раот^Рьо; при этом

х[(4-еВ)Р++Р_]=-{ inda(0, 
ind b (t),

если pa(и >pj<i), 
еСЛи Pa(i)<Pb(i).
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