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1°. Пусть контур Г состоит из простых разомкнутых ориентированных 
дуг Ляпунова Гг, г=1, 2,..., г0, пересекающихся лишь в концах и при этом 
не касающихся одна другой *.  На каждой дуге Гг задана такая функция 
pr(i), что 0=^р/(i)еЯ(Гг), pr(i)^r для внутренних точек дуги Гг и линия 
рг(Гг) некасательна к Г. Полагаем Р(i)sPr(i) при iG=rr, r=l, 2,..., ra. 
Очевидно, множество у=р (Г) ПГ либо пустое, либо конечное.

* Дуги Th и Г; считаем некасательными в точке если
lim (t-z)/|t-z|#= lim (t—z)/|t—z|.

$<=Г& t~>z, teTj

Введем следующие обозначения: А„(Г) — множество квадратных матриц 
порядка п, непрерывных на каждой дуге Гг; I — тождественный оператор, 
7’ — вполне непрерывный оператор, a S и D — операторы, определяемые 
равенствами

(Оф)(<) = ±Г^, (еГ. (1) 
яг •> х-t ш J T~B(i)

Г Г

Лемма. Оператор D ограничен в пространстве Lpn(T), 1<р<<».
Из этой леммы и теоремы 1 из (‘) вытекает, что оператор

K=a(t)I+b(t)S+c(t)D+T, (2)

где a(i), b(t), c(i)eA„(r), тоже ограничен в пространстве АР"(Г), 1<р< 
<°°. Ставится задача нахождения условий нётеровости и индекса операто­
ра (2).

2°. Пусть р (i0) — множество всех образов точки io. 7-комплексом назо­
вем множество Д, состоящее из всех точек множества у, удовлетворяющих 
условию: для любых точек i0, ?еД найдутся такие точки ii, i2,..., 4е A, 
что th=t и ij^pCii-i), i=l, 2,..., к. Пусть W — множество всех 7-комплек- 
сов контура Г, Ф — множество точек всех у-комплексов, a F — множество 
концов дуг Гг. В дальнейшем полагаем, что в точках ie® дуги контура Г 
выходящие.

Переходим к исследованию оператора (2). Пусть ГФ= (J Г( и Гд= (J Г«, 
/еФ i«=A

где Г( — такая окрестность на Г точки is®, что ГЛ (yU/7) = {t}. Легко ви­
деть, что 1\ПГ(=0, z=/=i. Полагаем d±(i) =a(i)±5(i), t<=V.

В пространстве Lp"(r) рассмотрим оператор
K'=f(t)I+h(t)S, (3)

где /(i) и /i(i) —такие матрицы из А„(Г), что /(i)^a(t) и fe(i)=fe(i) для 
1еГ\ГФ, det[/(i)±Zi(i) ]^0 для ^ГФ\Ф и lim [/(т)±А(т) ] =Еп для всех 

1еф, где Еп — единичная матрица порядка п.
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Если оператор (2) нётеров, то на основании локального принципа (см., 
например, (2)) нётеров и оператор (3), а тогда (см. (3,4)) в пространстве 
Л/(Г) ограничены все операторы

K^=at,{t)I+b^(t)S+c^{t)D, (4)

где a^)±b^t')==[j{t)±h{t)]~ld±(f) n^(t)=c(t) при £е=Гд и a^(t)=En, 
bs(t)=c&(t)=Q при £еГ\Гд. Справедлива

Теорема 1. Оператор (2) нётеров тогда и только тогда, когда нётеро- 
вы все операторы (3) и (4). Кроме того,

Ind K=IndK'+У Ind Яд. (5)
AeW

Теория Нетера оператора (3) построена в работах (3,4). Таким образом, 
достаточно изучить операторы (4).

Пусть Wt — множество таких "/-комплексов А, что:
A) p/(z)=p/(z), если ^.(z)=Pj(s)=t л. ГеД; г, /=1, 2,..., г0, и при 

этом полагаем ^2' (=;3/ (z);

Б) Pznz2• Pz„,zs ■ ■ ■ .=ft ■ pzs ,z,=l, если z15 z2,., z&eA и zi+i^ (z{),
i 1, 2,..., k, где Zb^-i z,.

Обозначим через Ж множество таких f-комплексов А, что:
B) все углы между дугами контура ГдиЗ(Гд) в точках являются 

рациональными частями 2л; и выполняются условия А) и Б), в которых 
P/(z) и pz,f заменены на | ^Z(z) | и гг,г.

В дальнейшем полагаем, что Ж=ЖиЖ.
Пусть to и t — такие точки из Де Ж, что Б^р(£0). Тогда обозначим

Л •" Аналогично задаются числа 7%,7, если ЛеЖ2.
3°. Построим операторы без сдвига, эквивалентные * операторам (4). 

Пусть ДеИ4 и дуги Г4, i=l, 2,..., q, с началом ж;еД составляют контур 
Гд. Не ограничивая общности, длпны дуг Г4 считаем равными бг^, х/**,  где 
б — такая постоянная, что круги U(xi): |z—ж4|^бгх»,ч либо не пересека­
ются, либо совпадают. Пусть ls — контур, состоящий из отрезков k, i=l,

* Операторы Mi и М2 назовем эквивалентными (>1~М2), если они нётеровы 
лишь одновременно и Ind Mi=Ind Мг.

** гХ11х4 = |₽х1Л|, если AsTTj.

2,...,  q, с началом х, и концом у.=ас—е;бги,«, где е4=1пп (£—ж4)/| t—ж{| 
при по дуге Г4. На контуре ZA задаем функцию тц (£) так, чтобы, т] (Z,) — 
=Г‘ и для расстояние по дуге Г4 между точками т|(£) и х{ равнялось 
\t—жг|.

Пусть теперь А^Ж и A={z1, z2,..., zm}. Так как линия р(Г) не каса- 
тельна к Г, то из условия Б) вытекает, что t^(t) для всех JeA. Следова­

тельно, тп>1. На множестве Z7=U C7(zft) задаем функцию a(z) равенст- fe=l
вами

'7Az)=S(;.Z;+i- (z- Z/J rz^! при ze=H(z;i), (6)

где zm+i=Zi, Обозначим «о(z)^z, as(z)=a[as_i(z) ], s>l. Из условия Б) 
m

получаем, что am(z)=z для z^U. Пусть = Ц ak(ZA) и Z& — связная ком- 
fe=l

понента контура Z&, содержащая точку z4, Ориентируем контур ZA так, 
чтобы дуги контура были направлены от точек zteA.
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Пусть (5„ф) (i)=q>[a(i) ] OeZA); a^t) ^ад[т] (£) ] и ?о(О=Мт| (£) J 
при и a0(i)=^n, go(t)^O при £<=ZA\ZA. Полагаем gft(f)^cA[T](O ], А= 
=1, 2,..., т—1, при тех t^lJ}U (z^, для которых (i) ]ef7(zi+ft) *,  i=l,

* Считаем C7(zm+j)=?7(zj),/=1,2,..., m-1.
** Здесь оператор S определяется формулой (1), в которой Г заменено на £д.

2,...,  т, и gft(i) =0 для остальных feZA.
Применяя теоремы 1, 3 из (5), получаем, что оператор КА эквивалентен 

действующему в пространстве Lpn(ZA) оператору

&=a0(t)/+£gft(t)Be‘S (7)
Й=0

со сдвигом Карлемана a(i) **.  В свою очередь, оператор (7) эквивалентен 
(см. (6)) ограниченному в Lpmn(Zs') оператору

ЛГд=Лд(«)/+Сда)5, (8)

где 4A(t)=ll6.jao[ai-i(i)]llij=i, GA(f)=||gj_i[ai_1(#)]||ij=i, feZ/, бй—сим­
вол Кронекера и g-k(t)=gm-k(t), k=l, 2,..., т— 1.

Теорема 2. Если ДеРЙъ то К^~Мк.
Пусть ДеРИ2. Полагаем у(=Ит [[3(2)— ₽(#<) ₽(#>) I при

но дуге Г’’, г=1, 2,..., g; ■ф«=егег1, если Xi=Xj-, а)^=уге}~1, если р(£)->жг 
при t-+xt по дуге Г’; и ф^=0, ощ=0 для остальных г, 7=1, 2,..., q. Обозна­
чим через N наименьшее натуральное число, для которого каждое из чисел 
(«у)1''' и (ipij)", i, j=l, 2,..., q, равно либо единице, либо нулю. В силу ус­
ловия В) такое N существует. Полагаем

0°=0; %=||(ф!3)Лп||^=1, &=||(©13Ж1|’=1, Л=0,1,... Л-1;

Л(£)=6чАд[т](0;(£)) ]||’j=i, 0^£<1, где Gitt) =Xi+ti/N (yt—xi),

и аналогично определяем матрицы B(t) и C(t). Согласно (7) оператор
. W-4

J//=4 (i)/+ — У, [s (i) ^+С(г) QJ7?S, (9)
fe=0

где Rk=tK,NSt~K,!'I, ограничен в пространстве £/’([0, 1], р) с весом 
р (t) =t,/N~i. Справедлива

Теорема 3. Если ДеЖ2, то Кь~Мь.'.
Используя результаты работ (3, ’, 8), получаем теорию Нётера опера­

тора (9).
4°. Пусть K^t, ц), t^T, 0=Cp<l,— символ оператора

K0=a(t)I+b(t)S, (Ю)

действующего в Lpn (Г) (см. (4)). Тогда

det#0(£, p)=detd+(i)d_(i), £e=r\F, 0^ц<1. (И)

Пусть точка t^F является общим концом v дуг контура Г. Пронуме­
руем эти дуги, обходя точку t против часовой стрелки. Обозначим через 
аД£) п j=l, 2,...,q, пределы матриц а(т) и &(т) при т->7 по /-й
дуге. Полагаем %j=l, если /-я дуга направлена от точки t, и А3= —1 в про­
тивном случае. Пусть 0=л—2л/р, §(р)=ц при 9=0 и |(ц) =
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=sin (9ц) exp [г9(ц—1) ]/sin0 при 9=И=0, где 0Сц<1. Тогда

det АГ0 (£, ц) = | detUi (i) +Л1 [2g (ц) -1 ] bi (i)} 
det ||

при
при

v=l,
V>1,

(12)

где 0Сц=С1, и;, j=a;(i) + (—1)' 3ХД(£), j=i, i—1; i=2, 3,..., v,

«1, i=S(h) [MO+^MOl, »i. v=(—l)v[g(jx) — 1] (a±(£) — kibift) ]

и и.-, j=0 для остальных i, j.
Пусть AePKi, A = {zi, z2,..., zm} и матрица M^(t, ц), te-Z/, 0<ц<1,— 

символ оператора М&. Обозначим

Я(Д, p,)=detMA(z1, ц), 0<ц<1. (13)
Пусть AeJV2. Полагаем h=n/N,

[2gN(y,)—ljcos fcfe+isinkh 
cos kh+ [ 2£.v (ц) — 1 ] i sin kh

Enq, (Хцй£1, (14)

где функция ^n(h) получается из £(ц) при 0=л—2л/(Np). Обозначим
w-i

A(A,ti) = detp(0) + ^rJ2 [S(0)Tft+C(0)Qft]7?4n)|, 0<ц<1.(15)

ftssO

Теорема 4. Оператор (2) нётеров тогда и только тогда, когда 

Ae\,K0(t, ц)=^0, /7(Д, ц):И=0, (еГ\Ф, Де И7, О^ц.^1.

При выполнении условий (16)

2л Ind К =

(16)

=£{ detd_(i) 1 n « ,
arg ~det < (t) J ~ {arg det K° ц=0 ~ / i{arg H<Д’

r=i еГг !ег\Ф AeW

Функции Я(Д, ц), Де И7, существенно зависят от предельных зна­
чений коэффициента c(i) в точках ^-комплексов, и, следовательно, опе­
ратор D влияет на нётеровскую теорию оператора (10).

В заключение автор выражает глубокую благодарность Г. С. Литвин- 
чуку за помощь и внимание.
Одесский государственный университет Поступило
им. И. И. Мечникова 4 XI 1973

ЦИТИРОВАННАЯ ЛИТЕРАТУРА
1 Э. Г. Гордадзе, Сообщ. АН ГрузССР, т. 37, 3, 521 (1965). 2 И. Ц. Гохберг,

Н. Я. Крупник, Введение в теорию одномерных сингулярных интегральных операто­
ров. Кишинев, 1973. 3 И. Ц. Гохберг, Н. Я. Крупник, Изв. АН СССР, сер. матем.,
т. 35, 4, 940 (1971). 4 И. Ц. Гохберг, Н. Я. Крупник, Сообщ. АН ГрузССР, т. 64, 1, 21
(1971). 5 X. Л. Смолицкий, УМН, т. 12, 4 (76), 349 (1957). 6 Э. И. Зверович, Г. С.
Литвинчук, УМН, т. 23, 3 (141), 67 (1968). 7 И. Ц. Гохберг, Н. Я. Крупник, Матем.
исслед., Кишинев, т. 5, 3, 46 (1970).

35


