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1. Настоящая заметка посвящена определению понятий вычислимой 
категории и вычислимого функтора п формулировке некоторых резуль­
татов, связанных с этими понятпямп. Определения алгебраических кате­
горий и функторов предполагаются известными. В работе использованы 
некоторые результаты работ (1_3).

2. Пусть — алгебраическая категория, объектами которой являются 
множества, морфизмами — отображения множеств; обозначим через
ее множество объектов. Для каждой пары объектов A, через
<Ж^(А, В) обозначим множество морфизмов из А в В, а для каждой трой­
ки А, В, С через ср (А, В, С) — отображение Ж? (A, B)X5^g,(B, С)-> 
->Ж^(А, С). Функция ф(А, В, С) удовлетворяет очевидному соотношению, 
выражающему условие ассоциативности морфизмов, и называется 
мультипликативной функцией категории (ё>.

3. Пусть N — множество натуральных чисел. Нумерацией >3 мно­
жества X называется однозначное отображение множества N на X. Если 
Р«=х, то п называется p-номером элемента х. Если У<=Х, то ограни­
чение р на У определяет однозначное отображение подмножества NY<=N 
на Y; множество NY называется номерным множеством нумерации 
Р, ограниченной на подмножество У.

Нумерация р множества У называется вычислимой (рекурсив­
ной), если множество NY рекурсивно-перечислимо (рекурсивно).

Определим для категории Ч? следующие нумерации: для множества 
А£ — нумерацию а; для каждого А=ат — нумерацию его элементов а,„, 
а для каждой пары объектов А=ат, В=ан — нумерацию „ множест­
ва J^g>(A, В). Тождественному морфизму всегда приписывается номер 
ноль, т. е. gm, ,„(0) =lam.

Алгебраическая категория (ё’, для которой заданы нумерации а, ат, 
%т,п, называется нумерованной категорией, а любая ее подкате­
гория с соответствующим ограничением нумераций а, ат, —нуме- 
ро ванной подкатегорией.

4. Морфизм г<=3@%(ат, ап) называется вычислимым морфизмом, если 
существует такая рекурсивная функция /2: N-+N, что для любого к вы­
полняется равенство z(a,„Zc) =anfz(k). Пусть ^' — подкатегория нумеро­
ванной категории с вычислимой нумерацией а. Нумерация „ мно­
жества морфизмов <3$g>(A, В) категории <ё" называется вычислимой, 
если существует такая рекурсивная функция Qmn(x, у), что для всех

и «6А справедливо равенство (gm. пр) (ami) =anQm, п(р, i). 
Мультипликативная функция ф называется вычислимой, если сущест­
вует рекурсивная функция Фф такая, что ф(А, В, C)(gm.np, rq') = 
=1т,гФф(р, ?). Подкатегория Т>' нумерованной категории ‘F, для которой 
ограничения нумераций а, ат, вычислимы и мультипликативная 
функция ф является вычислимой функцией, называется вычислимой 
подкатегорией категории

42



5. Пусть i и &2 — нумерованные категории с нумерациями
(а, аот, gOT,„), (Р, Pm, Цт.п) и мультипликативными вычислимыми функ­
циями ср, 4- соответственно. Функтор F: называется ковариант­
ным вычислимым функтором, если выполнены следующие условия:

а) для отображения F множества объектов ^g>, в существует вы­
числимая функция /F, отображающая Ак в Nh такая, что F (an) =fifF(n) 
для каждого n^Na;

б) для каждого отображения F(A, В) множества морфизмов <3^,(4, В)
в 3@#2(FA, FB) существует вычислимая функция fF, т,п" такая,
что F(am, an) (lm,np)^rifrMiFMfF,m,n(p), причем если р=0, т=п, то

п(0) = 1г(ИП1), и выполняется следующее равенство: 
^fp.ra, т (Ф<г(р, ?))=т1Ф^(/р,т,п(р), /₽, «, г (?)). Пусть F, G — два вычисли­
мых функтора из категории 2?, в категорию сб2. Предположим, что нуме­
рация морфизмов ц категории вычислима с функцией й® ь (х, у).

Функторный морфизм t: F-+G называется вычислимым функтор- 
ным морфизмом, если, во-первых, t (А) — вычислимый морфизм категории 
^2 для каждого во-вторых, существует вычислимая функция Т(х)
по номеру т каждого объекта А—ат, вычисляющая номер морфизма t 
в нумерации ц, т. е. rft(m)=t(A)<^S@g2(FA, GA). В-третьих, для любого 
объекта В~ап, морфизма z=£m, пр и каждого элемента $imi^F(am) вы­
полняется условие коммутативности

Qgm.gn (gm.nPi Qfm.gm (Tm,j) ) J = Qfn.gn (Tn, Qfm.fn (fm.nPi /) ) ] •

Аналогично можно определить понятия вычислимой сопряженности 
двух функторов, вычислимой эквивалентности и вычислимого изоморфиз­
ма категорий.

6. Формализация понятия вычислимости для категорий и функторов 
позволяет доказать ряд результатов, связанных с несуществованием алго­
ритмов для ряда известных проблем теории категорий.

Теорема 1. Пусть <₽’1, в’г — произвольные рекурсивные категории, 
a F,G — вычислимые функторы из в

Тогда проблема существования вычислимого функторного морфизма 
t: F-+G алгоритмически неразрешима.

Теорема 2. Проблема представимости произвольного вычислимого 
функтора алгоритмически неразрешима.

Теорема 3. Для произвольных вычислимых функторов F, G пробле­
ма вычислимой сопряженности алгебраически неразрешима.

Следствие. Проблема вычислимой эквивалентности и вычислимого 
изоморфизма произвольных вычислимых категорий алгоритмически нераз­
решима.

Теорема 4. Существуют вычислимые категории, для которых ника­
кая пара вычислимых функторов не является вычислимо сопряженной. 

Институт кибернетики Поступило
Академии наук УССР 23 VII 1973
Киев

ЦИТИРОВАННАЯ ЛИТЕРАТУРА
1 А. И. Мальцев, УМН, т. 16, 3 (1961). 2 Ю. Л. Ершов, Теория нумераций, т. 1,

Новосибирск, 1969. 3 Ю. Л. Ершов, Алгебра и логика, т. 10, 3 .(1971).

43


