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МЕТОД ВОЗМУЩЕНИЯ УПРУГИХ СВОЙСТВ В МЕХАНИКЕ 
ТВЕРДЫХ ДЕФОРМИРУЕМЫХ ТЕЛ

Под возмущениями, следуя работе (‘), будем понимать отклонения от 
некоторых условий задачи, допускающей точное решение. Эта идея полу­
чила развитие в основном в геометрическом смысле (метод «возмущения 
формы границы») и распространена на те классы краевых задач, для ко­
торых граничные поверхности либо граничные условия мало отличаются 
от допускающих решение методом разделения переменных.

В настоящей заметке методы теории возмущений распространяются на 
краевые задачи механики твердых деформируемых тел, механические 
свойства которых близки к свойствам изотропной однородной линейно-уп­
ругой среды.

1. Предположим, что упругие свойства рассматриваемых твердых де­
формируемых тел таковы, что соотношения между напряжениями и ма­
лыми деформациями е.-3 можно представить в форме

о.-,=2<7 ei3 + - 9+r]i3- у i,7=l, 2,3; (1г1)

здесь 6=Зе0 — объемное расширение, Ф3 — символ Кронекера, т|,3 — возму­
щения, характеризующие отклонения соотношений упругости в виде 
(1,1) от закона Гука для однородных изотропных линейно-упругих тел 
с модулем сдвига G и коэффициентом Пуассона v.

В случае изотропного наследственно-упругого тела (2) возмущения ц.3 
определяются, например, по формуле

< б *П« = J ^(i—т)е«(т)йт + у-^-jA(f-T)0(T)dx, (1,2)
о “о

при этом под G и v следует понимать упругие постоянные, соответствую­
щие мгновенной деформации тела; M(t—т), A(f—т) — ядра наследствен­
ности.

Если для рассматриваемых упругих материалов физически нелинейные 
соотношения между oi3 и е,3- могут быть выбраны в форме (’), то возмуще­
ния ц13 представимы в виде

По = У, [ Уапфо2” е.3+6,3 (х”е"+> ~~! (1,3)

7? = 1

здесь у2п, х„ —постоянные материала, ф0 — интенсивность деформаций. 
Обобщенный закон Гука для однородного анизотропного тела с одной 

плоскостью симметрии (4) допускает представление в форме (1,1), если 
2Сг]11=(с1з—с12)езз+2С1ее12,..., Сц2з=(с44—G)e23+c45e43, (1,4)

где с.-3 — тринадцать упругих постоянных, обладающих свойствами с4з=с«, 
|с;3|<| (с«с33)1/21, i¥=j. Константы G и v выражаются через с>3 или «техниче­
ские постоянные» (модули упругости Et и коэффициенты Пуассона vi3). 
Так, например, для ортотропной среды имеем

v =——= (v12+vi3V23-7r) F l+v12+v23(vi3—V23)t^1 • (1,5)
Си+с12 \ Е3 / L Е3 J
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Заметим, что в частном случае осевой симметрии цилиндрически орто­
тропного тела более эффективным оказывается метод (5), в основе которо­
го лежит точное решение соответствующей краевой задачи для трансвер­
сально изотропного тела.

Предположим, что имеет место случай слабой неоднородности, при ко­
торой коэффициент Пуассона v=const, а модуль сдвига G'=Gf, где G= 
=const, f — некоторая известная функция координат. Тогда возмущения 

т]«= (/-1) (в„ + ^-е), I, /=1,2,3. (1,6)

Например, при решении конкретных задач используются функции /=е’г, 
/=(1+бз)п и др., где б —некоторый малый параметр, z — безразмерная 
цилиндрическая координата.

Аналогично можно поступить при рассмотрении деформируемых тел 
с другими механическими свойствами, если только они незначительно отли­
чаются от свойств изотропного однородного линейно-упругого тела, для ко­
торого известно или можно построить точное решение поставленной крае­
вой задачи.

2. Используем основные уравнения и соотношения классической теории 
упругости (6) в криволинейных ортогональных координатах i=i, 2, 3. 
Тогда на основании зависимостей (1,1) получаем уравнения равновесия 
1-v 1 30 1 ГЗ(773(о3) д(Я2со2)] v Кх ,94ч
1-2v5\3F1 A1“2G (Z—( , )

здесь — параметры Ляме, — компоненты вектора вращения co, Ki — 
составляющие вектора объемных сил К,

v _ 1 Г5(Я2ЯзЯ11) ^(ЯхЯзЩ,) , 5(Я1Я2т113)-| ,
" 1 ЯХЯ2Я3 L dqx п dq.2 <fy3 J

, Tii2 ЗЯГ т]13 дНх т]22 дЯ2 т]3з дНа . 9—,9 9, 
Ф ЯХЯ, dq2 “ ЯХЯ3 dq3 11гНх dqx ~ ЯХЯ3 dq 1 ’ >

Следовательно, из (2,1) для объемного расширения 0 имеем

V0 = -l^div(X + A.), (2,3)

гДе Х=Х(Х,, Х2, Х3), V2 — оператор Лапласа.
Задачу о напряженном состоянии деформируемых тел, упругие свойст­

ва которых описываются уравнениями (1,1), рекомендуем решать методом 
последовательных приближений, т. е. представим искомые величины 
в виде

vr (й.) (ft)
{0, со;, u,-, eij( ой}= / , {6<ft), и; , щ

ft=0

(*) (*)
(2,4)

При этом естественно принять за исходное (нулевое) приближение ре­
шение соответствующей краевой задачи для однородной изотропной ли­
нейно-упругой среды, для которой тр,=О (Х)=0). В результате такого под­
хода в А-м приближении правые части уравнений (2,1), (2,3) будут из­
вестными величинами и будут зависеть от возмущений Г|ц—.

Определив частное решение для объемного расширения О®, компонен­
ты 01® находим из уравнений равновесия. Следовательно, поле переме­

щений и® можно отыскать, если известно его расхождение div и.(М=0*

и вихрь rot и. =2о). Тогда напряжения оу,* определяются согласно (1,1),
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(2,4) из соотношений
W Гo,i,«=2G

(S)

1—2v
(2,5)

Выражения для компонентов и соответствующие общему ре­
шению задачи, записываем на основании их представлений в случае одно­
родной изотропной линейно-упругой среды.

Краевые условия для Zc-го приближения при заданных на граничной 
поверхности S смещениях Ut пли усилиях Fi соответственно будут

Щ,0 Is—Gj, [Щ,0 Is—О,

(0) (М W
Gij.o П} I s=Fi, [ (o.j.o +оа,. ) И J s=0, fc>l,

(2,6)

где rij — направляющие косинусы нормали п к поверхности S.
Таким образом, краевая задача для упругих тел, поведение которых 

при малых деформациях описывается соотношениями (1,1), формально 
сводится к последовательному решению граничных задач для изотропных 
однородных линейно-упругих тел.

Замечание. Наряду с изложенным методом последовательных при­
ближений во многих случаях достаточно эффективным является метод 
малого параметра, в качестве которого в каждом конкретном случае можно 
выбрать величину удовлетворительной степени малости.

3. Пр им ер. Рассмотрим задачу о термонапряженном состоянии 
сплошной нелинейно-упругой сферы радиуса г0 под действием температур­
ного поля Т (г) —аг", где a=const — некоторая известная величина, п — 
целое положительное число. В этом случае к соотношениям упругости 

И-v
(1,1) необходимо добавить температурные члены—2G6y—----- аТ, где а —

1—2v
коэффициент линейного теплового расширения. На основании допущений 
(3) возмущения (1,4) возьмем в впде тщ=—^о2 (в«—6«ео), причем g2 — 
безразмерная постоянная материала.

Термонапряженное состояние сферы (в предположении отсутствия 
внешней нагрузки на ее поверхности) определяется формулами 

[(1+т)г’“4

со

J^9ni-34m3^l+3m-^-) г3’

m—1

..... . — -- -—- — 2 А1 
2G 2G

1+v
+ 16g2n2------

1—V
'т"-гГ] , (3,1)

+

где коэффициенты Ат, т^2, находятся из рекуррентных соотношений

4,„=16g 2ra2l-^-9m-M™_1, Л = ' (3,2)
1—v п+3 1—V

Аналогичный вид имеет выражение для агг, если в (3,1) коэффициенты 
при г принять равными единице. Следовательно, в рассматриваемом случае 
изложенный метод позволяет получить замкнутое решение.
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