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Геофизические исследования на морях и океанах приобретают все боль­
шее значение для изучения внутреннего строения Земли, для геологораз­
ведочных и геодезических целей. В комплексе геофизических методов важ­
ное место имеют гравиметрические методы.

Требования к точности измерения ускорения силы тяжести на море 
непрерывно повышаются. Это требует более тонкого анализа поведения 
чувствительной системы морского гравиметра под действием инерциаль­
ных ускорений. Одному из вопросов такого анализа посвящается настоя­
щая статья.

На чувствительную систему гравиметра, находящегося на движущемся 
корабле, действуют инерциальные ускорения. В качестве чувствительной 
системы гравиметра, как правило, применяется сильнодемпфированный 
маятник, положение которого близко к горизонтальному. Дифференциаль­
ное уравнение движения такого маятника (на идеальной гироплатформе)
можно представить в виде

Ч,+2И+»!(1-^) 1
ф=— (Ag+z), (1)

где ср —показание маятника (в радианах), 2А — коэффициент демпфирова­
ния, п — собственная частота маятника, х, z — соответственно горизонталь­
ные и вертикальные инерциальные ускорения, воздействующие на маят­
ник, I — приведенная длина маятника, Ag — искомое приращение ускоре­
ния силы тяжести.

Уравнение (1) является уравнением типа Хилла с правой частью. Оно 
не имеет аналитического решения и его анализ представляет определенные 
трудности. Поэтому одним из авторов настоящей статьи было предложено 
(1_3) в целях упрощения анализа отбросить в (1) член ср, учитывая, что 
2А>и2»1. Однако, с точки зрения выяснения условий возбуждения в си­
стеме резонансных колебаний (в особенности параметрических), пренебре­
жение в (1) членом ф не является корректным. Здесь мы проанализируем 
вопрос об устойчивости решений уравнения (1) при наличии ф.

Рассмотрим простейший случай (1), когда

х —х0 cos at, z=z0 sin cot

Обозначая
i’o
-■*>

запишем уравнение (1) в виде
ф+2Аф+ (н2—h* cos at)q>=f(t). (2)

Как известно, если фД£) и ф2(^) — линейно независимые решения одно­
родного уравнения, соответствующего уравнению (2), то общее решение
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уравнения (2) есть

где гг’^фгф/—<Pi<p2Z, А и В — константы.
Так как /(/) — функция периодическая, устойчивость решения (3) бу­

дет определяться только устойчивостью решений <pi(i) и ф2(0- Следова­
тельно, для анализа устойчивости решений (3) достаточно исследовать 
однородное уравнение

ф-!-22.ф+ (n2—h* cos coi) ф=0, (За) 
которое может быть приведено к ка­
нонической форме уравнения Матье 

-^ + (a-2?cos2g)u=0; (4)
“s

здесь 1г(^)=ф(ОехЕ, fe=’/2K>£, х=
=2к/ со,

Известно, что реальные чувстви­
тельные системы гравиметра харак­
теризуются следующим диапазоном 
изменения параметров:

2А=(103—104) сек-1;
(5) 

п2= (50-150) сек-2.
Кроме того, для типичных возмуще­
ний ускорений

/г*= (10—100) сек-2,
(5а) 

о)=(10—’—102) сек-1.

а

Рис. 1. Диаграмма Айнса — Стретта. 
1 — зоны устойчивых решений уравне­
ния Матье, 2 — область изменения па­
раметров ак и соответствующих зна­
чениям величин по (5) и (5а). Рисунок 

имеет качественный характер

Устойчивость решений уравнения Матье (4) определяется диаграммой 
Айнса — Стретта (4) (рис. 1), причем с учетом (4) —(5а) глубина модуля­
ции h=qla отрицательна и изменяется в пределах 2 ■ 10"’< | h | <2 • 10 “'*. Так 
как по (4), (5) «<0, то интересующие нас значения параметров а и q на 
диаграмме Айнса — Стретта находятся в узкой области практически между 
отрицательной осью а и лучом | hA | =2 • Ю-4. Эта область (рис. 1) целиком 
заключена в зоне неустойчивых решений Матье. В указанной зоне штрихо­
выми линиями для иллюстрации показаны несколько линий равного зна­
чения характеристического показателя п (4), определяющего устойчивость 
решений уравнения Матье. Они пересекают ось отрицательных значений а 
под прямым углом. Легко убедиться, что в точке (— |а|, 0) проходит линия 
характеристического показателя ц, соответствующего значению

ц= ±(—а),/г= ±—(X2—п2)7’.
(О

Каждой паре ак и qk будет отвечать вполне определенное значение ха­
рактеристического показателя p*=p*(aft, qh~), причем соответствующее ре­
шение уравнения (4) по теореме Флоке (4) может быть записано в виде 

u(S)=c1e^O(g)+c2e-''AO(-5), (6) 

где Ф (g) — функция периодическая, а с15 с2 — константы.
Ясно, что при перемещении из точки (щ, qk) по линии равного значе­

ния ц* в интересующей нас области (рис. 1) до точки пересечения ее 
с отрицательной осью ординат а, т. е. до точки (—а, 0) в решении (6) 
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будет меняться только периодическая функция Ф(^), что несущественно 
для характера устойчивости самого решения. С другой стороны, в точке 
(—а, 0) уравнение Матье (4) трансформируется в уравнение

d2ra/(Z^2+an=0, а<0, (7)
решение которого очевидно:

u(g)=c1ete+cle-,1’t, (8)
причем

р*= ± — (V—гак2)7*. (9)
со

Таким образом, при движении по линии равного значения до пересече­
ния с осью ординат (6) переходит в решение (8), причем Ф (g)const.

Следовательно, задача об устойчивости решений уравнения (2) с уче­
том реального диапазона изменений параметров (5) и (5а) эквивалентна 
исследованию устойчивости решений уравнения (7).

Так как ср (£) =и(|)ехр| (—2Х/со) и для выяснения устойчивости ко­
лебаний гравиметра по отношению к параметрическому резонансу реше­
ние га(§) можно записать в виде (8), то

ср (t) ~Ci ехр[ (Л2—ге2)7’—Л]£+с2 ехр[ — (X2—п2),/г+Л]£. (10)
Ввиду того, что га2/(2%2)<1 и (1—га2/(2Х2))'/,»1 —га2/(2Х2), в реше­

нии (10) показатели в экспонентах будут — пг/ (2Х) и и2/(27.) — 2Х, причем 
оба они отрицательны.

Следовательно, решение (10) уравнения (За) является устойчивым. 
Соответственно уравнение (1) в смысле параметрического резонанса будет 
иметь только устойчивые решения.

Отметим, что здесь исследована устойчивость колебаний гравиметра по 
отношению к явлениям типа параметрического резонанса. При этом пред­
полагалось, что амплитуда колебаний мала, а сами колебания чувствитель­
ной системы гравиметра под действием внешних периодических возмуще­
ний могут быть описаны линейным дифференциальным уравнением (1). 
Наконец, предполагалась простейшая форма демпфирующих сил.

Таким образом, при значениях коэффициента демпфирования 27.= 
= (103—104) сек-1 в чувствительной системе гравиметра под действием ти­
пичных возмущающих ускорений (5а) экспоненциальное нарастание ам­
плитуды колебаний невозможно (см. также (5)).

Однако измерения гравитационного поля таким сильно демпфирован­
ным маятником будут искаженными и точность этих измерений могла бы 
быть повышена путем снижения коэффициента демпфирования. С точки 
зрения устойчивости колебаний (в смысле раскачки параметрических коле­
баний) 27. допускает уменьшение величины до ~40 сек-1 при сохранении 
диапазона изменений других параметров маятника. Действительно, в этом 
случае глубина модуляции 7г<0, причем 0,014< |/>, | <0,2 и, следовательно, 
при оценке устойчивости решений уравнения (За) по-прежнему справед­
лив переход к решению ср (£) в форме (6). Показатели экспонент в (6) при 
2X^40 сек-1 и га2» (50—150) сек-2 остаются отрицательными. Постоянная 
времени гравиметра 7’=27./га2 с такими параметрами 27. и га2 будет заклю­
чаться в интервале (0,3—1) сек"1, что соответствует слабо демпфированно­
му маятнику.
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