
Доклады Академии наук СССР
1974. Том 217, № 3

УДК 517.9 МАТЕМАТИКА

Е. А. ЛАРИОНОВ

ЛОКАЛИЗАЦИЯ СПЕКТРА И ДВУКРАТНАЯ ПОЛНОТА 
НОРМАЛЬНЫХ ДВИЖЕНИЙ В ЗАДАЧЕ О ДВИЖЕНИИ ВЯЗКОЙ 

ЖИДКОСТИ, ПОДВЕРЖЕННОЙ СИЛАМ ПОВЕРХНОСТНОГО 
НАТЯЖЕНИЯ

(Представлено академиком С. М. Никольским 7 1 1974)

1. Еще в прошлом столетии было начато исследование малых колеба­
ний идеальной жидкости с учетом поверхностных сил (*,2). В связи с раз­
витием космической техники в последнее десятилетие этой задаче уделя­
ется большое внимание (3~10). Рассмотрение движений жидкости, завися­
щих от времени как е_и — мы называем их нормальными — приводит к 
краевым задачам, спектры которых расположены определенным образом в 
комплексной плоскости в зависимости от того, какой из реальных пара­
метров — р, (коэффициент вязкости) или о (коэффициент поверхностного 
натяжения) учитывается в постановке этих задач. Если о=0, то (6_8) соб­
ственные значения сгущаются к Д=0 и X—+°°; если р.=0 и о=0 — только 
к А=0; если р.=0 — только к бесконечности.

В 1966 г. на Международном математическом конгрессе С. Г. Крейн 
высказал гипотезу, что при учете вязкости и капиллярных сил собствен­
ные значения сгущаются лишь к бесконечности. Мы доказали справедли­
вость ее и, более того, конечность числа невещественных собственных 
значений, означающую, что собственных колебаний жидкости при ц^О, 
о=^0 может быть только конечное число. Мы показали двукратную полно­
ту в 3?2(й) корневых векторов операторного пучка Б(А), к которому сво­
дится соответствующая краевая задача и возможность составления двух 
базисов Рисса в 2’2(Q) из корневых векторов А (А) определенного вида. 
Это влечет разрешимость задачи

дй _ _
-----= vAu+Vpj, div и=0 в объеме 12 жидкости, 
dt

й | Г1=0 на твердой стенке,

«1,з+»з,i=u2,з+»з,2=0 на свободной поверхности Го, (1)

----- (pt—2vh3,s) = —(аи3—ДоИз)
dt р

й(0, х)=й0(х), р,(0, х)=р1°(х) или й'(0, х)=й0'(х);

.здесь и — вектор скорости, pt — отклонение давления от равновесного, 
v=p/p, р — плотность жидкости x = {xt, х2, х3}, До — дифференциальный 
оператор Бельтрами — Лапласа. Функция a=a{^i, $2) известна и связана 

>с равновесной поверхностью Го, в окрестности которой введена криволиней­
ная система координат {^, |2, £3}, £з=0 — уравнение Го, ъ,ц—ди(/д£,ь, 
i,k=l,2,3. Через STг(£2) обозначено замыкание линеала гладких
соленоидальных векторов v, обращающихся в нуль в окрестности Г», по нор­
ме ||г>Н'аща) = (v, v)'h пространства J?2(Q).
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2. Для пространственных множителей нормальных движений и (t, х) = 
■=р~ий (х), р, (i, х) —e~k‘pt (х) получается (5) краевая задача

—у\й+'^р1=!кй, divw=0 в О,

й|г,=0,
(2) 

гг1.з+из,1=Из,2+м2,з=0
на Го.

о
—р1+2хпз.з =---- (аи3—ДоНз)

рл
Пусть ТГ2‘(О) — замыкание ГГ2‘(О) по норме PK2‘(Q). Вектор-функция 

weIV22(Q)ГПГ2‘(£2) называется обобщенным решением (2), если для лю­
бой функции ЙеТГгДО)

Х2р(й, й) — лцЕЧй, й)+о(Вп3, г?з)о=О, (3)

где Е(й, v) — известная (6) форма.
Выражением В0и3=аи3—A0n3 в пространстве З’ДГо) задается положи­

тельно определенный оператор Бельтрами — Лапласа Во с областью опре­
деления И/22(Го) и компактным обратным Во~'. Оператор В есть расшире­
ние Ва на W’z1 (Го).

3. Форма Е(й, й) выражается (7) через форму (й, й) при помощи по­
ложительно определенного оператора Ао‘ , имеющего компактный обрат­

ный, равенством E(U,v) = (Ао й, Ао я). В силу теорем вложения 

| (<р, к3)о|<с|ф|а!а(г„){£(й, й)}'/2 для любой функции феГГа’’(Го), а пото­
му по теореме Рисса существует вектор weTF2‘(Q), реализующий равен­
ство (ф, Рз)о=#(й>, й), определяющее линейный оператор Т, с W2~v‘ (Го) 

на tT2i (Q) и
(ф, 1>з)о=£(Тф, й); (4)

здесь tr21‘(Q) — ортогональное по форме Е(й, я) дополнение в ТГгДО) к 
подпространству £(Г), аннулируемое оператором Г взятия следа я3 функ­
ции йеЙДДО) на границе Го. При помощи операторов Ао‘, У и Г задача 
(2) сводится к пучку L(X) =^~G—Kl+H^ G=-—A^, Н = — А3 ТВГАо’’ .

ц р,
Оператор вложения Ж?(^) в S?2(Q) имеет (“) конечный порядок р<3+ 
+е, g>0, и поэтому р (Н^1) =р (Д~о!) <3+е.

4. Любой вектор xeS’22(Q) удовлетворяет уравнению 27(0)х=0 и тем 
самым Оеас(Г) — непрерывному спектру пучка Д(Х). Если Ра (Pi) — ор­
топроектор из S’2(Q) на 2?22(Й) (S’aJQ)), то Х=РоХ+Р1Х=Хо+х1 и

X2G (Хо+х 1) —% (х0+Х1) +.ЙлХ1=0, 

^P-.GPiXi+^PfiPoXo—Хх1+51х1=0, (5)
y~PoGPiX i+}?P о GPoX 0 ~7.Pt,X О =0.

Из (5) имеем

(Ро—XP0GP0)xo=XPoGPixl. (6)

Оператор Po—kPoGPo не имеет обратного лишь на последовательности 
собственных чисел оператора (P0GP0)_1.
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Вне малых кругов с центрами в точках кп°, п—1, 2,..., имеем

Хо=Л(Ро-ХРоСЛ)-‘ЛС/’^1, (7)
yfPiGPiX 1+X37>iGP0 (/%—XP0GP0) ~lР0GPiX t—Px НiX{—Q, (8)

%23i-lPlGPlxl+b3ffriPiGPll (P0-XPqGP0)-lPoGPlxl-kffrixi+xl=O. (9)

Знак (-*-) означает сильную (слабую) сходимость при п^°°. Пусть, 
существует последовательность {/.,,} i” (ненулевых собственных чисел 
L(Л), 7.п-*0, {ж соответствующая последовательность собственных
векторов 27(A), ||ж п|| Зщо), а (хп'}“- ее подпоследовательность и х„'-^г0. 
Для всех X/ с Re Xn/<1/||POGP„|| имеет место (7) —(9) и тем самым xin'-^~ 
->0. Тогда в силу (7) и хОп'-+0. Итак, х„'-»-0, а это невозможно. Допустим 
О^=Хоеас (77). Тогда в 272(Н) найдется некомпактная последовательность 
{xn}i°°, ||хп11#!(о)=1, со свойством £(Хо)х„-»-О и мы приходим к соотноше­
ниям

(,Х02НГ'РiGP{х 1П+К02Йг1РiGPox0n—X0Sг'х 1п+х 1г,~) ->0, (10)

(,XoPoGP1xln+KoPl)GPoxOn—Xon) -*0, (11)

из которых следует, что существует подпоследовательность {xn'}i°°, хп'-*~ 
-*~хв. Это невозможно в силу того, что Аоепс(27).

5. Ненулевые собственные числа задачи (2) и пучка 27(A) совпадают. 
Точка А=О в спектр (2) не входит, ибо иначе существовали бы нормаль­
ные движения u(t, х)=й(х), не зависящие от t, а таких собственных дви­
жений вязкой жидкости быть не может. Гипотеза С. Г. Крейна обосно­
вана.

6. Для установления более тонкого факта — конечности числа неве­
щественных собственных чисел задачи (2) — воспользуемся соотношением 
р (Hr1) =р(А~о‘) и техникой из (12). Заменой А=—1/Х—а, а>0, получим 
из K2Gx—Px+ffx=0 уравнение

27а(Х)£=А2у+А5у+Су=0, (12)

где В=р;'!1 {2aG+I)F~',‘, C^F;'11 GF^', Fa=a2G+al+ff,

Пучку 27ДХ) сопоставляется оператор
/ 0 С‘ \ /1 0 \M-r <"»>-««. '=(„ _,)■

Максимальное /-неотрицательное ^-инвариантное подпространство 3?+ 
порождает (*2) корень Z=KC''г уравнения

Z2+5Z+C=0. (13)>

Вычисления показывают компактность А7, влекущую конечность числа не­
вещественных собственных значений задачи (2).

7. Пусть £2а — замыкание линейной оболочки собственных векто­

ров <3$, соответствующих векторам 272a(Q) = Fa 12’2г(Й). Оно /-отрица­
тельно, и если £21 есть /-ортогональное дополнение к £2а в £г, то £2= 
=£гл®£ 21. Используя, что dimS?+°<°°, получаем полноту в £2i корневых 
векторов сужения №>чл оператора Ж на S^i. Из полноты корневых векто­
ров в £ г следует двукратная полнота в £2(£1) системы корневых век­
торов (с.к.в.) 27О(Х). Полнота с.к.в. Ж1 в означает, что пространст­
венные множители {й^}, n=il, 2,..., нормальных движений и присоеди­
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ненные к ним векторы и1’\ к<о°, двукратно полны в таком смысле: 
существует решение u(t,x) (1), являющееся линейной комбинацией ее ре­
шений вида

с начальными значениями й(0, х), й' (0, х), сколь угодно близкими к 
любым и соответственно. Из этого следует (8), что
для любых uo^Wzl(Q) и Р1Г'е5>2(Г0) и любого е>0 найдется решение

■задачи (1), причем ||иЛ-(0, х)—w0||lvhe)<e и одновременно функция

Pin

N N

Sb S2) = Cnk

n,k j=0

(-l)Je-x"TwS

п

удовлетворяет условию ||piW(0, |i, Ь) — Z?i° 11^2,(г0)<е.
8. Оператор Z2=—5—Zt* тоже есть корень уравнения (13). Корни Zi 

и Z2 симметризуются оператором S=B+Zi+Zi*. Из соотношения между 
р(В) и р(С) следует представление S=B(I+Q) с компактным Q и 
B(Zl)=B(Zz)=S,2^). Привлекая результаты (13), получим полноту в 
^2(Й) с.к.в. Z, и Z2. Векторы йоп), п=1, 2,...; гА”\ к<<х>, отвечающие соб­
ственным числам первого (второго) рода и, возможно, конечному числу 
нейтральных собственных чисел (,4) образуют базис Рисса в S2(Q) 
(2’21(й)). Это влечет разрешимость задачи для всех йое272(Я) и Pi°s 
е^?2(Гв), причем обобщенное решение делается рядом

и (/,X) = у1,спке Кп‘и<п\
nth

Асимптотика чисел первого (второго) рода определяется оператором 
Ао(Я).
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