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При решении больших задач линейного программирования существен­
ное значение приобретает алгоритмический учет специфики задачи. 
Во многих случаях это позволяет снизить требования к объему оператив­
ной памяти ЭВМ, сократить число арифметических операций и даже 
повысить точность вычислений. Значительное продвижение в этом направ­
лении было получено за счет использования в рамках метода последова­
тельного улучшения (*) разветвленной блочной структуры в матрице си­
стемы уравнений задачи. Были предложены методы (2“4), использующие 
распадение системы уравнений Ах=Ъ на небольшую подсистему общего 
вида и подсистему с блочно-диагональной матрицей. Обобщение этих ме­
тодов состоит в том, что для каждого блока в блочной части матрицы А, 
в свою очередь, допускается распадение на строки общего вида и блочно­
диагональную часть, причем глубина такого разветвления может быть 
произвольной (5). Симметричный подход можно получить, если допускать, 
что в матрице А имеются столбцы, значительно портящие ее структуру (6). 
В настоящей статье предлагается более общий подход к выявлению и уче­
ту специфики задачи, который естественным образом обобщает указанные 
выше методы. Основой этого подхода является разложение неособенной 
подматрицы в А в произведение двух матриц блочно-треугольного типа. 
Ниже рассматривается вопрос о пересчете этих блочно-треугольных мат­
риц в связи с заменой одного столбца в выделенной неособенной под­
матрице.

1. Пусть М={1, 2,, пг} — множество номеров строк, а А={1, 2,... 
..., п} — множество номеров столбцов матрицы А [А/, А] ранга ш^п. Пред­
положим, что при некотором Р={1, 2,..., р} заданы разбиения Mk, k^Q-P, 
и Nk, k^Q'^-P, множеств М и N соответственно. Кроме того, для каждого 
к^Р заданы множества Mh и Nk такие, что Мь^Мь^М, Nkc.Nh^N, где 
Мк=0 при k^P\Q, а Аа=0 для keP\Q'. Совокупность пар

(Mh, (Ж, AJ, кеР, (1)

назовем блочной структурой матрицы А\М, А], если все ее нену­
левые элементы заключеныв подматрицах (блоках) А[Мк, AJ, A[Mh, AJ, 
к^Р. Заметим, что при А [Мк\А1к, Ал] =0 для всех к^Р матрицу А[М, А] 
можно отнести в класс, рассмотренный в (5), а при А[М„, A7Ji\Afl]=0 для 
всех к^Р в этот же класс можно отнести матрицу, транспонированную по 
отношению к А[М, А] (здесь и далее блок А[Х, У], в котором хотя бы 
одно из множеств X или У пусто, считается нулевым).

2. Рассмотрим сначала матрицу А [М, А] с блочной структурой (/, 7),
(1И\7, А), (М, А\7), считая 1<=М, Jr-N выбранными таким образом, что 
матрица А [7, 7] имеет некоторую специальную структуру. Пусть
А[М, А] — квадратная неособенная матрица, K<^N. Выделив в А[7, 7ПА] 
квадратную неособенную подматрицу А[70, Jo], можно построить (очевид-
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(2)

но, однозначно) разложение
А [М,К] =

Я [Zo, Jo] | о Г Wo, XI; A[/0,A\J0 1
A[M\I0, J0]\V[M\I0,K\J0\ 0 ;A[A\/0; A\./0]j

где Е[К, К] — единичная матрица, Е[Л/\70, А\70] =А [7IZ\7C, А\/о] — 
—А[Л7\7О, Л>]*Л[Д, А\70], а матрица А[70, А\70] — решение уравнения 
A[Z0, Л>]-Л[7о, A\Jo]=A[Zo, А\/о]. Отметим, что если А[1, 7] — блочно­
диагональная матрица, то существуют такие разбиения 1Ск<р,
и Ж, 1 ^к<р, множеств / и J соответственно, что семейство

(Ж, М), ls=/c<p; MP=M\I, NP=A'\J, V/ М. NP=N (3) 
является блочной структурой матрицы А [М, 7V] (достаточно положить 
Mk=Mk, Nh=Nk, l^k<p). В этом случае, очевидно, блок Л[/0, А\70] име­
ет блочную структуру (МП/о, Л\П (А\/о)), к^Р.

На выбор множеств Io, Jo наложим условие

rangFfA, A\70]=rang 17[Л,АП (N\J) ], (4)

где Ясно, что при нулевой матрице P’[Zj, (А\70)П/] условие (4)
выполняется автоматически. Нарушение же условия (4) означает, что по­
рядок матрицы А[/а, /о] слишком занижен, и методом окаймления (’) 
можно получить неособенную матрицу A [Z0U {г}, 70U{i}] с номерами 
j^(K\J0')r\J, при которых элемент V[i, /] отличен от нуля. С другой сто­
роны, при выполнении условия (4) такое окаймление нежелательно, так 
как при малом | V[i, /] | матрица A [70U{i), J0U {/} ] почти вырожденная. 
Это не касается, конечно, случаев, когда неособенность последней матри­
цы может быть гарантирована, как, например, для матрицы A [Z, /] транс­
портного типа.

Итак, считая условие (4) выполненным, выберем У^АП (2V \/) 
(при Z^jzi) таким образом, что матрица Р'[7(, ZJ квадратная и неособен­
ная. Положим I2=M\I, J2=A\(70U/t) и представим F[JZ\Z0, А\70] 
(очевидно, однозначно) как произведение двух матриц:

V\M\I0, А\/о] = TJb2iLL___°.__
V [12, Ji] \ В fZ2, J21 6 \E{J2, ./,]

• (5)

где B[I2, Z2] —7[Z2, JJ-AtJj, /2], а матрица A[/t, Z2] — решение
уравнения V[71; J,] -Af/j, /2]=Е[71, J2],

Если теперь в разложении (2) блок F[4Z\Z0, A\J0] заменить в соот­
ветствии с (5), то получим разложение

А [М, К] =
В [Zo; Jo] ! 0 1 0 1
A [Zj, J0] 0

_A [Z2, J „J i V [h, i В [Z2, Z2]J
, (6)

E [-7o- Jo] i A [Zo, Jx A [Zo: A] 10 f E [Л, Л1 А [J\. J.A
L о 1

1 0 E [.Л- ./2]

однозначно определяемое парами (Zft, Jft), 0^Л^2. Здесь /У[/о, /0] = 
=А [Zo, Jo], B[I,, 71]=E[Z1, JJ. Левую матрицу в правой части (6) обозна­
чим через В[М, А], а правую — через S[K, А]=£[А, А]+Л[А, А].

3. При замене на некоторый номер f^N, при котором матрица
A[Af, А'\{/0}) неособенная (A'=AU{/'}), для пересчета матриц В[М, А], 
5[А, А] используются две основные процедуры: (I) усечение B{lh, /Л] с 
окаймлением Z?[Zft+1, /Л+1], (II) окаймление B[Ih, Л] с усечением B[Ik+i, 
А+1], 0С/г<2.

(I) При заданном i^J,. выберем i^Ik равным номеру отличного от нуля 
(например, наибольшего по абсолютной величине) элемента строки XZJ,
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удовлетворяющей системе 1?[Л]-B[Ih, Ji,]=E[j, Л]. При таком выборе i 
матрица -В[Д\{0, А\{/} 1 неособенная. К блоку 5[Л\{7'}, К} следует 

1
добавить матрицу-----г— • u[7A\{j} ] -S[j, AJ где столбец м[7Д —решение

уравнения B[I„, Jk] ■u[Jk]=E[Itl, г]. К блоку В[М, Jk+l] следует приписать 
1

столбец B'[M,j]=B[M,j] +------- В[М, Jk\{f}]u[Jk\{j}] и добавить ма-
ф]

трицу В'[М, у]-Л[/, Л+1], а в блоке 5[JA+1U{/}, А] к у-й строке добавить 
строку —Л[у, Л+1] -5[Л+1, К].

(II) При заданном (/e7A+i) выберем /еА+1 (Zg=Za+1) равным но­
меру отличного от нуля (например, наибольшего по абсоютной величине) 
элемента в строке B\i, Л+1] (в столбце Z?[ZA+), у]). При таком выборе i 
(или у) подматрица S’ (AU {j}, ZAU {/} ] матрицы В'[Al, AU {/} ], полученной 
приписыванием к В\М, А] столбца В'[М, j]=B[M, j]+B[M, А]-Л[А, /], 

1 
неособенная. К блоку S[Jk, К] следует приписать строку Az[/, А]=- •

B[i,]\
■B[i, А+1 ] ^(A+i, А] и добавить матрицу —Л[А, j]-S'[j, К}, а к блоку 
В[М, А+1\{/}] - добавить матрицу В[М, j]-S'[j, A+i\{/}].

Напомним, что разложение (6) построено в предположении

I2=M\I, A<=N\A (7)

которое продиктовано лишь стремлением к более полному учету специфи­
ки в А[М, N], Разложение (6) и процедуры (I), (II) можно построить и 
без предположения (7), хотя, как будет показано ниже, с помощью цепоч­
ки тех же процедур (I), (II) получается разложение, удовлетворяю­
щее (7).

Перейдем теперь к пересчету матриц В[М, A], S[A, А], заменив в про­
цедурах (I), (II) матрицу 5[А, А] на 5[А, А'], где 5[А, ]'\ — решение 
уравнения В [М, К] • S [ A, j'] =А [М, f ].

а) Если /о^А, то столбец 77[Д7, /о] заменяется на В[М, j']=A[M, у'] — 
—В[М, K\J2] -S[K\]2, у'], а столбец 5[А\А, /о] — на S[A\A, j'].

б) Если 1, то для перехода к случаю а) достаточно применить про­
цедуру (I) при к=1, j=jo- В результате вместо множеств A, 72 получим 
AU{j0}, AU {/о} соответственно, где ia^B — номер, выбранный в качествен 
в (I), причем Z2U {i0}=#Jf\Z. После преобразований а) следует применить 
процедуру (II) при к=1, i=i0 с заменой J2 на AU{/'}- В результате вместо 
множества А\{/о} получим (Л\{/о}) U {А}, где А — номер, выбранный в 
качестве j в (II). Если то пересчет матриц В[М, A], S[A,A] за­
кончен. В противном случае (/,^7), чтобы ликвидировать нарушение усло­
вия (7), достаточно применить процедуру (II) при к=0, j—jt. При этом, 
если матрица A[I, 7] блочно-диагональная, то номер ]\^NX, 1=^т<р, до­
бавляется к множеству 70ПЛ\, а номер i, выбранный в (II), —к множест­
ву 70Г1ЛА.

в) Если /оеА, то для перехода к случаю б) достаточно применить про­
цедуру (I) при к=0, j=j0- При этом, если матрица Л[7, 7] блочно-диаго­
нальная, то номер /о исключается из 70ПЛ\, а номер i, выбранный в (I), — 
из АЛЛА, 1^т<р.

4.~Для  матрицы А[М, Лг] с блочной структурой (1) положим R={[k, 
ц] : Мк5'\М^ф или ЯВЬН^ф, кУ=О’, к, оеР) и предположим, что в Р вве­
ден иерархический порядок =^, согласованный с (1), т. е. для любо­
го к^Р множество АА={оер : с^=к} является линейно упорядоченным, и 
для любой пары [Л, а]ей элементы к и о сравнимы (5). Положим 
Р,= {к^Р: | Aa|=s}, s=1, 2,... I, где |РА| — число элементов в Lh, а 
Z=max | Lk |. Не нарушая общности, можно считать, что Pi—{р}.
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Для любого K^N. при котором матрица A[Af, К] квадратная и неосо­
бенная, существует семейство (Zih, А), (Z2*, Лл) , к<^Р, однозначно опреде­
ляющее разложение А[М, Лг] •&[.£, к], в котором К} —
нижняя блочно-треугольная матрица с нулевыми (при I ih J ik ' ф, Кг®£2) 
или неособенными подматрицами A [A, 7ift], A [A, Jzt], к^Р, на диагона­
ли, a Si[K, К] — верхняя блочно-треугольная матрица с единицами на 
главной диагонали. Кроме того, /1;1<=(имя), JlhcNh,

J2(tc:(U7Va), о=^/с, для всех к^Р.ст
Действительно, в п.п. 2,3 для случая блочно-диагональной матрицы 

А [7, 7] в множестве Р неявно использовался порядок =^, задаваемый со­
отношениями к-<р при 1 ^к<р. Этот порядок, очевидно, согласован с блоч­
ной структурой (3) матрицы А [М, Лг] и для него 1=2, семейство же 
Iih—J\к~ф, JzK~Ia^\Mk, JоГ12Ул, 1 к<6.р, Iip=Il, J lp=J i, Izp—Iz, 
удовлетворяет Есем перечисленным требованиям.

Полагая /=U-^c, •HJ-'Va, о-<р, при 1^2, в разложении (6) получим 

Вр=В, Jip=Ji, i=l, 2. В силу согласованности с (1), матрица A [Zo, Л] 
блочно-диагональная, и каждый ее блок

ЛП(иВД, теА, о<т, (8)

является неособенной матрицей. Для любого т^Р2 индуцированный поря­
док в множестве : о^т} с наибольшим элементом т согласо­
ван с блочной структурой (/оПЖ, (/оП7И0, о=^т, матри­
цы (8), и, наконец, максимальная длина цепи в не больше Z—1.
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