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Теоремы вложения для пространств типа Wpl, Й7Р‘ (') тесно связаны с 
изопериметрическими неравенствами. Эта связь всесторонне изучалась в 
работах В. Г. Мазьи (2). Ниже указываются некоторые новые приложения 
изопериметрических неравенств к теоремам вложения.

1. Пусть функция k(t, р) определена при всех t^O, p=(pi,. . ., p,,)(=Rn, 
при фиксированном р k(t, р) й-измерима по переменной t, а при фикси­
рованном t k(t, р) есть функция Минковского центрально-симметричного 
выпуклого тела К (Г). Обозначим через A*(i) поляру K(t) (3), через 
mes„ К* (£) — м-мериую лебегову меру А‘({). Функция mes?,A*(i) измерима 
на [0, оо].

Лемма 1. Пусть функция и(.г)еИ/11(Кп) неотрицательна и имеет 
компактный носитель, й(={ж : u(x)>t}, p(Z) =тез„/1.< — функция распре­
деления и(х), \и — градиент и. Тогда

к (и, Vu)dx^n^ р(и'~1,/п (f)mes„I/nК" (t) dt.
Rn О

При доказательстве леммы используется изопериметрическое неравен­
ство ((4) стр. 260), связывающее внутреннюю меру At относительно тела 
K*(t) с величинами p(Z), mesnK*(t). Лемма 1 составляет основу доказа­
тельства теоремы 1.

Пусть /(р) =/(pi,..., рп) — выпуклая четная функция п переменных, 
причем /(0)=0 и множество {/?: f(p)^h} есть замкнутое ограниченное 
тело в Rr‘ при любом А>0. Положим |р| = (р?+ ... +р„2)‘/2. Четную функ­
цию /"(•?) одного переменного я будем называть округлением ftp), если 
при любом h^O множества {р: f(p)^h} и {р: f (| р |) имеют одинако­
вую меру. Из теоремы Бруина (С) стр. 226) следует, что /“ — выпуклая 
функция. Операция округления применима и к функции /*(<?) = 
=sup {<р, <7>—/(р)}, сопряженной к / (3). Следует отметить, что, вообще 

р
говоря, /*“=#=/"*, однако функции /*“, /"* эквивалентны: /*° (ans) =С/°* (s) «С 
=£/‘“(^ns) при всех s, где а„, ^„>0 и зависят лишь от п. Отсюда вытекает, 
в частности, эквивалентность функций /° и /’“*.

Теорема 1. Пусть i(p) — перестановка в убывающем порядке не­
отрицательной функции и(х) из WT (й"), имеющей компактный носитель. 
Тогда справедливо неравенство

J jtyu)dx^(1) 
Rn 0

в котором
пл'11

d=mes„ supp и(х), с„ = ——---------—.
Г/п(т?/2+1)
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Напомним, что 7(ц) характеризуется свойствами: 7(ц) не возрастает, 
непрерывна справа и равноизмерима с и(ж). Используя приемы работы (s), 
можно доказать аналог неравенства (1) для функций /, зависящих от 
и, V и.

2. Пусть G — ограниченная область Rn, ТУ/(G) — множество функций 
из обращающихся в пуль на границе области G, / — функция,
удовлетворяющая условиям п. 1. Определим пространство Wf’ (G) как со­
вокупность функций и (ж) из И7/ (G), для которых конечна норма

и\\ ° 1=11 Vu[|,=inf к, W f к>0, J /(Vu/Zc)da:^l.
G

Банахово пространство E=E(G) измеримых на G функций называется 
симметричным (6, 7), если норма в Е монотонна и инвариантна относитель­
но сохраняющих меру преобразований аргумента. Совокупность функций 
г(ц), 0^ps£a=mes„ G, равноизмеримых с функциями из E(G), образует 
симметричное пространство Е(0, а), если норму г(ц) из 2?(0, а) опреде­
лить равенством |И1е=1Ы1г, где и(х) — функция из E(G), равноизмеримая 
с г(ц). Важный класс симметричных пространств образуют пространства 
Орлича LM (8).

Теорема 2. Пусть оператор

а

Нх= J s1/n~‘.r (s)ds
t

действует и непрерывен из Lf"(0, а) в пространство Е(0, а), соответствую­
щее симметричному пространству Е (G).

Тогда Wf‘(G) непрерывно вложено в E(G) и ||п||Е<6„А(Я) || Vu||/, где 
Ъп — константа, зависящая лишь от п, N(Н) — норма Н как оператора, 
действующего из Lf° (0, а) в Е (0, а).

Теорема 3. Если функции Юнга М (Z) и Ф(0=/°(0 связаны ра­
венством

= J O-’(s)s-<1+I/'”ds,
о'

то Wfl(G) непрерывно вложено в LM(G).
Теорема 4. Если f(s) = |s|п, то Wy(G) непрерывно вложено в 

LM(G), где M(s) =ехр |s|1)— 1.
Теорема 5. Если то_1¥^ (G) вполне непрерывно вложено

в пространство C(G) непрерывных в G функций.
Теоремы 3—5 являются следствиями теоремы 2. Ранее они были изве­

стны лишь для случая, когда /(р)=/°(|р|) (см. (2,9_1‘). Приведем теперь 
предложение, не вытекающее, вообще говоря, из теоремы 2.

Теорема 6. Пусть j(pi,..., рф) четна по каждому из переменных 
Pi,..., рп, М (и) =f(u,. . . , и). Тогда ^’/(G) непрерывно вложено в 
LM(G).

3. Если P=P(G), Pi=-Pi(G) — симметричные пространства функций, 
определенных на G, и Р^Р,, то через Pt/P обозначается (6) множество из­
меримых на G функций, для которых имеет смысл и конечна норма

|[и||Р1/Р= sup iiunllp,.
IKIIO=S1

Пространство Pt/P симметрично. В частности, симметрично простран­
ство P'=L/P, называемое двойственным, к Р. Обозначим через Aa(G), 
0<а<1, пространство Лоренца, определяемое (6- ’) как совокупность сум­
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мируемых функций и (х), для которых
оо

1Ы1ла= J р,а(г)Л<°о,

о

где ц(£) =mes„4,, Ае={х: |u(a;)|>Z}. Как известно, Аа(G) — симметрич­
ное пространство. Справедливы вложения A«(G) <=L1/a(G) cAa+e(G), 
0<е<1—а. Пусть т — натуральное число, т<п, А— /^-измеримое множе­
ство в Rn, Dm (А) —m-мерный диаметр множества А (|?).

Лемма 2. Для каждой неотрицательной функции и(х) из ^/(G) 
имеет место неравенство

II V^IIa^/co JlV(А()сЙ,
О

в котором ViU=|V»|, At={x: u(x)>t}, 0<a(n—m)<l, $m= an—l>0, 
/с0>0 и не зависит от и(х).

Теорема 7. Пусть t(ц) — перестановка в убывающем порядке неот­
рицательной функции «.(jjelTYCG), ^т=аге—1>0, Д (ц) =Z)mA!(|J),PcAa, 
0<а(п—т)<1. Тогда

||V1[z||p>/c0||Aa^((X)|| . (2)

г* Ах

Обозначим через WPl(G) совокупность функций и(х) из PE/CG), для 
которых || V1w|[p<oo. Для простоты предположим, что G — куб в Rn, опреде­
ляемый соотношениями 0<Xi<a',n, j=l,..., п. Пусть Rm — некоторая ко­
ординатная плоскость размерности m, Gm — проекция G на Rm, 
fl,„=mes„, Gm, Gy — пересечение G с плоскостью п—т измерений, ортого­
нальной Rm' и проходящей через y^G"‘, E(Gm) — симметричное простран­
ство функций, определенных на G™, А(О, ат) — соответствующее ему про­
странство на [0, а,„]. Предполагается, что Е или сепарабельно, или двойст­
венно к сепарабельному пространству. Положим b(E) = lim [<рЕ(2/)/ 

<-►0 
/фя(0], где фвД) — фундаментальная функция пространства Е (6, 7).

Введем в рассмотрение операторы

д
=£“~I sup f \y(s)\ds,

AX™"1 “

a

Hmx= J” si,n~'x(s)ds.

Теорема 8 Пусть P, a, p — объекты, удовлетворяющие условиям 
теоремы 7. Пусть выполняется одно из условий: 1°) оператор Q действует 
и непрерывен из E'(fl, am) в РДО, а); 2°) оператор Нт действует и непре­
рывен из Р(0, а) в Е(0, ат), причем Ъ (Е) <23.

Если u(x)^WPl(G), то функция

v(y} = ess sup | и (x) | e£ (Gm)

и Viu||p, где k,>0 и не зависит от и(х).
4. Первые теоремы вложения, относящиеся к пространствам функций, 

производные которых принадлежат классам Орлича, установлены Е. П. Ка­
лугиной (13). Результаты Е. П. Калугиной в дальнейшем были развиты в 
работах (14, 9). В (13, 14, 9) содержалось ограничительное условие f(p) = 
=f (IРI) > которое снято в теоремах 3, 5 настоящей статьи.
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