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Система уравнений
(hw~q(z)dzw+s£ (z)w+$(z)w=0, (1)

где z=x+iy, d-z='/z(dx+idy), dz=l/Adx-idy), |q(z)|<1, и связанные с 
нею краевые задачи достаточно хорошо изучены в монографии И. Н. Ве- 
куа (') в предположении, что коэффициенты .У(г) и ^(z) принадлежат 
в рассматриваемой области классу Lp, р>2. Представляет интерес иссле­
довать систему

а мЯ , -^o(z) , ^o(z) _ n
dzw-q{z)dzw+~-—-w+ ——— w=0, а>0,

lyl“ 1г/г
(2)

в области G, содержащей отрезок оси у=0, где |</(z) |< const <1, ^/0(z) 
и M,(z) — ограниченные измеримые. Следовательно, коэффициенты 
«s^o(z) IУIи ^o(z) \у\~а при а>‘/2, вообще говоря, неинтегрируемы со 
степени р>2. Как показано А. Джураевым О, система (1) приводится 
к системе вида (2) с 0<а<1 путем замены независимых переменных, 
когда вдоль некоторой простой аналитической кривой о нарушается ус­
ловие эллиптичности, т. е. когда |<?(z) | =1 вдоль о, причем направление 
характеристик системы не совпадает с направлениями касательной к 
кривой сг.

Пусть G — такая ограниченная область, что пересечение ее замыка­
ния с осью у=0 непусто. Предполжим, что граница Г области G состоит 
из конечного числа замкнутых самонепересекающихся контуров Го, 
Г1,... ,Гт, причем Го охватывает все остальное и Г^СД 0<ц^1 (*).

Настоящая заметка посвящена исследованию следующей задачи Ри­
мана — Гильберта.

Задача А. Требуется найти непрерывные по Гёльдеру в G+Г ре­
шения системы (2) при 0<а<1 и ?(г)еС,'(G+Г), 0<у^1, удовлетво­
ряющие краевому условию

Re[a(i) w(i) ]r=fo(i), (3)

где a(i) и h(t) — непрерывные по Гёльдеру функции на Г, причем 
+0, £^Г.

Исследование этой задачи опирается на свойства интегрального опе­
ратора

Tw = ^SSz(z’+TifM dGl’ 0<а<1, (4)
где

Z(z, £) =-------------------, £=Ч+и],W^)-W(z) * 5 h

W(z) — основной гомеоморфизм системы Бельтрами В (и;) = r'A/v— 
—q(z)dzw—0.
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Лемма. Оператор Т является вполне непрерывным в пространстве 
■функций, непрерывных по Гёлъдеру с показателем £ в G^C^G)) , 0^1-а.

Прежде всего покажем, что оператор Т является ограниченным в 
(G), 1—а. Очевидно, если ||zr||c=max | w(z) |, то

где Gt, — круг фиксированного радиуса 6 с центром в точке z. Далее за­
метим, что

2Л d _
л-оип—J J lz/+rsin<pi“

Отсюда вытекает, что

dr

|| 7Mc<^olMlc,
где Мп — постоянная, зависящая лишь от области G, числа а и 
циеитов •_>/„ (z), ^o(z).

Пусть zt, з2еС-|-Г. Покажем, что
|/(Zi) -/(z2) I <7VolMlc| Z!-z211"“,

.где /(z)=7’zr, No — постоянная, зависящая лишь от области 
и коэффициентов ^0(z), ^0(z). Заметим, что

l/(z,)-/(z2) IsSMlzi-zJIMIc f f
I T] I I "Z111 z21

(5) 
коэффи-

G,
(6)

числа а

dGz

G
Для оценки последнего интеграла, следуя (*) (см. стр. 55), введем 

в рассмотрение концентрические круги GL и Go с центром в точке z, со­
ответственно радиусов p=2|zt—z2| и р0, причем G—Go. Тогда

Для имеем 21 £~~z21> | г, |. Поэтому
, ро 2п 2п

Z < — f Г dGi = — f dr\ d(f f
3~" 2 J J |r]H£—zj2 2 J J lz/i+r sin cp|“r J

&q — G ( p 0 0

где e=yi (sin cp)_1, i/i=Im zt. Но так как

У dr _ i УР dr < 1 r dr < M 
J rlr—|ell“ p“ J tIt— lelp~1l“ p“ J tIt—lelp_1l“ p“

TO
Z3<7V3p-“, (7)

Если то полагая z1=|z1—z2\t=pre"f, получим

G

dG.
I T] l“| Zi I |£~Z2|

1 r r dGt
p°\J J llm f+z/ip-11“И1 И-ei<’|

cZGf [ r r dGt
I Im t+j/ip-11 “I il JJ llm f+z/1p_1l“U+ei0l )■
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Аналогично тому, как устанавливалось неравенство (5), показывает­
ся, что последние интегралы ограничены. Поэтому

(8)

Из (7), (8) следует (6). Таким образом, из (5) и (6) вытекает, что- 
llfllc = ll/llc 2-sup-^———^^^(71/0+A0|z1-z2|1-a-ii) II <, 0<p«Sl-a,

р lz,— Z2P
(9)

т. е. оператор Т является ограниченным в СДСД, 0<^С1— а.
При помощи оценок (5) и (6) легко показать, что оператор Т являет­

ся вполне непрерывным в Ср.
Система (2) эквивалентна интегральному уравнению Фредгольма

w(z) — Tiv=w0(z), (10)

где !T0(z) — произвольное решеппе системы Бельтрами В(шо)=О.
Для решения системы (2) справедливо интегральное представление 

первого рода (*), с помощью которого легко устанавливается отсутствие 
нетривиального решения однородного уравнения w;(z)—7щ=0. Отсюда 
следует, что уравнение (10) разрешимо при любой правой части и его 
решения можно представить в виде

гг(г)=ш0(г) + ||(Г1(г, £)М?)+Г2(гЛ)щ>(£))Лп, (И)
G

где ГДг, £), Г2(г, £) — резольвенты уравнения (10).
Представим функцию zr0(z) в виде (3) 

ид(с)-=-Л
яг J

Г

(i)
W(t)-W(z)

+ ic0, (12)

где p(Z) — вещественная функция, непрерывная по Гёльдеру на Г. с0 — 
вещественная постоянная, причем в случае т=0 ц(() и с0 определяют­
ся однозначно через z#0(z), а в случае же т>1 с0 определяется од- 
позначно, a p(i) с точностью до произвольных постоянных на Г(, Г2,..., Г„.

Представления (11) и (12) позволяют задачу А привести к сингу­
лярному уравнению по контуру Г относительно p(i) и убедиться в спра­
ведливости следующих теорем.

Теорема 1. Однородная задача A (7i(Z)=0 на Г) имеет конечное 
число I линейно независимых решений, а для разрешимости неоднород­
ной задачи А необходимо и достаточно конечное число I' условий разре­
шимости на правой части h(t).

Т е о р е м а 2. Индекс задачи равен
1 -----

I—Z'=2x+1—m, х = ——larga(i)}r.
2л

Теорема 3. Если х<0, то 1=0, Г=т—2к—1. Если же х>иг—1, то- 
Z=2x+l-m, l'=0.

В частности, в случае т=0, если х>0, то 1'=0.
Отметим, что теоремы 1—3 для случая системы (1) с коэффициентами- 

«9/ (z) и $(z) из LP, р>2, доказаны впервые И. Н. Векуа (*,2).
Выражаю благодарность А. Джураеву за цепные советы.
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