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Обозначения. (X, S, ц), (У, 3, v) — пространства с конечными по­
ложительными мерами, M(Y, v) — пространство всех v-измеримых v-почти 
всюду конечных функций, определенных на Y, с естественным отождест­
влением v-эквивалентных функций, М(Х, ц) — аналогичное пространство, 
Ра — оператор в М, определяемый равенством Paf=%af, f<=M, %Q — характе­
ристическая функция множества Q.

1. Определение ('). Пусть 3? — линейное многообразие в М(X, ц). 
Линейный оператор Т: 3?-+M(Y, у) называется интегральным опера­
тором, если существует определенное на УХХ (vXp.)-измеримое ядро 
К (s, t) такое, что для всех /ej?

77(s)= X(s,£)/(*)dp(0-

* Пусть Z— банахово пространство. Линейный оператор В: Z'-*M(Y, у) называ­
ется С*-оператором (2), если существует v-измеримая функция <р: Y-+Z такая, чте 
для всех z’^Z" (Bz‘) (s) =z’<p(s).
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Определение. Линейный оператор Т: 3?-+M(Y, у) назовем ча­
стично интегральным оператором, если J?=>L°°(X, ц) и сужение 
•оператора Т на L°° (X, ц) является интегральным оператором.

Не каждый частично интегральный оператор является интегральным 
оператором, как показывает следующий

Пример 1. Пусть {£„} — последовательность попарно не пересекаю­
щихся измеримых по Лебегу подмножеств отрезка [0, 1], меры которых 
положительны и удовлетворяют условию
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У, УтЕп<<х>,

n=i

{фп} — ортонормированный базис в L2(0, 1). Рассмотрим оператор А: 
^(0, 1)->Л2(0,1),

ос
А/=У /eL2(0, 1).

\ 1тЕп>
П=1

А — линейный ограниченный оператор, являющийся частично интеграль­
ным, но не интегральным оператором. Более того, оператор А не унитарно 
эквивалентен никакому интегральному оператору в Л2(0, 1).

Следующая теорема дает необходимые и достаточные условия частич­
ной интегральности лилейного оператора.

Теорема 1. Пусть (X, ц). Линейный оператор Т-. 2?-+M(Y, v)
частично интегрален тогда и только тогда, когда оператор t: L°° (X, ц) -*•  
-+М(У, у) — сужение оператора Т на L°° (X, ц) — является С*-оператором  *.
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Теорема 1 непосредственно следует из теоремы 6 работы (2). Из теоре­
мы 1 вытекает следующее предложение.

Теорема 2. Пусть Т: S?^>-M(Y, v) — частично интегральный опера­
тор. Тогда для любого е>0 найдется v-измеримое множество Уе<=У и ре­
гулярный интегральный вполне непрерывный оператор Qe: Li(Y, v)->- 
-<-Lt(X, p.) такие, что у(У\УЕ)<е и Qe*=P YT, где Q,' — сопряженный 
к Qt оператор.

* Определение идеальных пространств и относящихся к ним понятий, используе­
мых в статье, см. в (4).

** МераТТ И'И1 является чисто-атомической, если в X существует р-измеримое мно­
жество A, тако®,'Чтощ(ХЛр —0 для любого атома т.

J » 1 - ........ . Е !
2 ДАН, т. 2f7, № 4 ! 753> ’■

' > f НЕ ЛИСТ-, ч ' '■

Применяя теорему 2 к интегральному оператору Qe, получаем следую­
щее утверждение.

Теорема 3. Пусть Т-. у)—частично интегральный опера­
тор. Тогда для любого е>0 найдутся у-измеримое множество Уе<=У, у-из­
меримое множество Х^Х и регулярный интегральный вполне непрерыв­
ный оператор Те: Lt(X, р)->£1(У, у) такие, что v(Y\Ye)<z, ц(Х\Хе)<е 
и для всех f^L°° (X, р)

Tcf=PYTPXz /.

Теорема 3 дополняет теорему 6 из (3). В теореме 3 нельзя положить 
Х„=Х; иллюстрацией может служить рассмотренный в примере 1 опера­
тор А, обладающий следующим свойством: для любого измеримого мно­
жества ест [О, 1], пге>0 и любого б>0 оператор РеА не продолжается до 
линейного ограниченного оператора, действующего из Ь2-ъ (0, 1) в Li (0, 1). 
В теореме 3 нельзя положить Уе==У.

Теорема 3 позволяет получить условия полной непрерывности частично 
интегральных операторов, действующих в идеальных пространствах *.

Теорема 4. Пусть Е(Х, ц), F(Y, у)—идеальные пространства, Т: 
Е(Х, y)-+F(Y, у) — линейный ограниченный частично интегральный опе­
ратор. Если

lim ||PDT||E^=0 (1)
VD—>0

lim \\PaTPv—T||b^f=0, 
V(Y\Q)+H(X\4')->O

то T — вполне непрерывный оператор.
Замечание. Если Е(Х, ц)=Лр(Х, ц), Е(У, v)=LP(y, v), 

то в теореме 4 условие (1) можно опустить.
2. Эта часть статьи посвящена спектральным свойствам частично ин­

тегральных и интегральных операторов.
Определение (5). Пусть Т — линейный оператор в банаховом про­

странстве Z. Число Т называется точкой предельного спектра 
оператора Т, если в области определения оператора Т существует не­
компактная ограниченная последовательность {хп} такая, что

lim || (У—X-l)xn||z=0.
П->оо

Дж Нейман (6) показал, что предельный спектр каждого самосопря­
женного интегрального карлемановского оператора, действующего в 
£2(я, Ь), содержит 0. В (7, 8) было показано, что если Т — интегральпый 
карлемановский оператор в Ьг(Х, ц), мера ц сепарабельна и не является 
чисто атомической **,  то 0 принадлежит предельному спектру сопряженно­
го оператора. Для ограниченных операторов справедливо следующее обоб­
щение этого результата.

Теорема 5. Пусть (X. ц) — пространство с конечной мерой, не являю­
щейся чисто атомической, Т: L2(X, y)-+L2(X, ц) — линейный ограничен­



ный оператор и оператор ТТ*  является частично интегральным. Тогда О 
принадлежит предельному спектру оператора Т*.

* Оператор называется компактным по мере (9), если образ каждого, ограничен­
ного по норме множества является компактным по мере.

Заметим, что из частичной интегральности оператора не следует, вооб­
ще говоря, принадлежность 0 предельному спектру сопряженного операто­
ра. Действительно, оператор А в примере 1 является частично интеграль­
ным, но 0 не принадлежит предельному спектру сопряженного операто­
ра А*,  так как 114711=11/11 для всех /еЛ2(0, 1).

Теорема 6. Пусть (X, р.) — пространство с мерой, не являющейся 
чисто атомической, Е (X, ц) — идеальное пространство, носитель простран­
ства Е(Х, р,) совпадает с X и двойственное к Е(Х, р) пространство явля­
ется правильным. Пусть Т: Е (X, р) -+Е (X, р) — компактный по мере * 
линейный ограниченный оператор. Тогда 0 принадлежит предельному 
спектру сопряженного оператора.

Из теоремы 6 следует, в частности, что предельный спектр операто­
ра Т*,  сопряженного к интегральному оператору Т: Е(Х, р)->-Е(Х, р), со­
держит 0 и, следовательно, 0 принадлежит спектру интегрального операто­
ра Т. Заметим, однако, что предельный спектр интегрального оператора 
может и не содержать точку 0. Действительно, сопряженный к операто­
ру А (см. пример 1) оператор А*  является интегральным карлеманов- 
ским оператором, но, как отмечалось выше, точка 0 не принадлежит пре­
дельному спектру оператора А*.

В заключение приведем достаточное условие принадлежности 0 пре­
дельному спектру частично интегрального оператора.

Теорема 7. Пусть (X, р.) — пространство с неатомической мерой, 
Е(Х, п) — идеальное пространство, Т: Е(Х, р)->£'(Х, ц) — частично инте­
гральный оператор с ядром K(s, t). Если существует р-измеримое мно­
жество Q<=X, p,Q>0, и элемент ka<^(E(X, p)y={f\f^E, lim ||%d/IIb=0} та- 

кие, что для каждого р-измеримого множества ecQ

| J X(s, £)dp(£) | ka,

e

то 0 принадлежит предельному спектру оператора Т.
Из теоремы 7 следует, что оператор А*,  будучи интегральным карлема- 

новским оператором в Ь2 (0, 1), не регулярен как оператор из L°° (0, 1) 
в Т2 (0, 1) и, следовательно, не регулярен как оператор из Л2(0, 1) в L2(0, 1) 
(другой пример нерегулярного интегрального оператора в Л2(0, 1) был по­
строен ранее Б. С. Митягиным (см. (9), стр. 78)). Заметим еще, что опера­
тор А не регулярен как оператор из Л2(0, 1) в М (0, 1).
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