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В этой заметке обобщаются некоторые результаты работ (1_4), в кото­
рых дифференциальные включения изучались в конечномерном простран­
стве. Примем обозначения: Е — банахово пространство; /=[£<>, io+a], а>0; 
если X — непустое множество, то 2х — множество всех непустых множеств 
из X; если М^Е, то М — замыкание (со М — выпуклая оболочка, соМ — 
замкнутая выпуклая оболочка) множества М-, В — шар ненулевого радиуса 
с центром в фиксированной точке х0^Е; %(Д, В) — отклонение по Хаусдор- 
фу непустых множеств А и В из Е (см. (2,5)).

Всюду в дальнейшем интеграл от абстрактной функции понимается 
в смысле Бохнера относительно меры Лебега на I. Отображение <р: 1^-Е 
будем называть ^/-непрерывным, если найдется такое интегрируемое ото­
бражение v: I-+E, что

t
<p(t) = <p(f0)+ J v(x)dx Yt^I.

*0

Пусть задано отображение E: BX7-+2E. Тогда дифференциальным 
включением называется соотношение вида

хе=Е(х, t), (1)

где x=dx/dt — сильная производная. Решением (классическим решением) 
включения (1) называется всякое ^/-непрерывное (непрерывно диффе­
ренцируемое) отображение <р: Т-*-В, где Т — отрезок из /, удовлетворя­
ющее включению ф(/)ЕЕ(<р(?), t) для почти всех (для всех) t^T. Отоб­
ражение Ф: Z-*2Z (где Z — измеримое пространство, а X — топологи­
ческое пространство) называется измеримым, если для любого замкну­
того множества М<=Х множество Ф~ (М) = {z<^Z; Ф(г)ПМ=^0} измеримо 
в Z (см. (*, 9)). Отображение Ф: Х->~2Г, где X и У —два топологических 
пространства, называется полунепрерывным снизу (сверху), если для 
любого открытого (замкнутого) множества K<=Y множество Ф'(Л') от­
крыто (замкнуто) в X (см. (5, ’)). Метризуемое топологическое прост­
ранство называется пространством Суслина, если оно является непре­
рывным образом полного сепарабельного метрического пространства 
(см. (8)). Отображение <р: Хм-У называется селектором отображения 
Ф: Х->2Г, если ф(ж)еф (х) для любого хеХ.

Лемма 1. Пусть Т — метризуемое локально-компактное пространст­
во с мерой Радона, X — пространство Суслина, а измеримые отображения 
фп: Т-+2Х, п=1, 2,..., такие, что для каждого tsT множество Фп(£) 
замкнуто при любом п.

Тогда отображение П ®пЦ) тоже измерим,о. п—1
Следствие. Пусть выполнены условия леммы 1.
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Тогда отображения (J f] Фп+;(£) и t-+ Q (J Фп+А(4) также изме- 
n=l n = 0 n=l k=0

римы.
Лемма 2. Пусть Т и X—такие же как в лемме 1, Y — метризуемое 

пространство, отображение Pt УХ7’->2Х такое, что множество Р(у, t) 
замкнуто при (у, i)^YXT, частное отображение у-+Р(у, t) непрерывно 
(см. (г)) для почти всех t^T, а отображение t^P(y, t) измеримо для 
любого фиксированного y^Y.

Тогда для каждого измеримого отображения ф: T-+Y сложное отоб­
ражение t-+P (tp(t), t) измеримо.

Леммы 3 и 3' следуют из (’).
Лемма 3. Пусть X — паракомпакт, а отображение Ф: Х-+2Е полуне­

прерывно снизу.
Тогда для любых х,^Х, уа<^.<юФ(х) отображение ж-*соФ(л:) имеет 

такой непрерывный селектор ф, что ф(ж0) =г/0.
Лемма 3'. Если в лемме 3, X — совершенно нормальное пространство 

и E=Rn, то для любых х„^Х, у<>^со Ф(лг) отображение х^со Ф(ж), х^Х, 
имеет такой непрерывный селектор ф, что ф(ж0) =Уо-

Лемма 4. Пусть Т — измеримое пространство, Y — полное сепарабель­
ное метрическое пространство.

Тогда любое измеримое отображение Ф: Т-*2Г такое, что Ф(£) замк­
нуто для всех t^T, имеет измеримый селектор.

Лемма 4 вытекает из (9).
Теорема 1. Пусть банахово пространство Е сепарабельно, множество 

F(x, t) замкнуто для любой точки (х, t)^BXI, а отображение t-+F(x, t) 
измеримо на I при любом фиксированном х=В. Пусть суммируемые 
функции A*: I^R такие, что для любых точек х, у из В и для почти всех 
tf=I

%(F(x,t),F(y,t))<kl(t)-\\х—у\\; inf {||у||: v<^F(х0, t)<X.(t).

Тогда задача

ф(£) еЕ(ф(£), t), q>(t0)=x0 (2)

имеет хотя бы одно решение.
Замечание. Если отображение F однозначное, то теорема 1 верна 

и без предположения о сепарабельности Е и при этом задача (2) имеет 
единственное решение.

Теорема 2. Пусть E=Rn, а отображение F полунепрерывно снизу. 
Тогда для любой точки coF(xa, t0) задача

ф(^)е соЕ(ф(^), t), q>(tv)=x0, <p(t0)=v0

J Ф(т)йт=||ф(

имеет классическое решение.
Теорема 2 есть непосредственное следствие леммы 3' и теоремы су­

ществования Пеано.
Пусть Ф: 1*-+2Е и t^I, i=l, 2. Тогда

<2 t2
т)с?т: ф — интегрируемый селектор отображения Ф}.

Отображение Ф называется ограниченным функцией X: I^-R, если 
sup {||у||: г/еФ(£)}СА,(£) при всех feZ; при этом если X —константа, то 
Ф называется просто ограниченным.

Теорема 3. Пусть банахово пространство Е сепарабельно и равно­
мерно выпукло, а отображение F полунепрерывно сверху и ограничено 
суммируемой функцией.
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Тогда для того, чтобы непрерывное отображение <р: I-+B было реше­
нием включения х^ coF(x, t), необходимо и достаточно, чтобы

<p(^)e<p(ii)+ |/’(<р(т), т)(/т

1<.Л1

для любых t{, t2el таких, что tt<t2.
В дальнейшем предполагается выполненным следующее предположе­

ние: существует константа с5=0 такая, что для любого непустого множе­
ства выполнено неравенство

a(F[QXZ])^c-a(Q),

где а — мера некомпактности Куратовского (см. (6)) и

ЛйХ/]= U F(x,t).
(х.реЯХГ

Лемма 5. Существуют число 6>0 и непустое выпуклое компактное 
множество К^Е такие, что

К=ха + (J Y-coF[tfX7j.

Теорема 4. Пусть число I такое, что

%(F(x, t), F(y, т)) =^Z||x—г/Ц+Z | i—т| Ух, у^В; t, x^I.

Тогда для любой точки va<=-F(xt, t0) задача

tp(Z)eF(<p(Z), Z), tp(Zo)=xo, ф(£о)=Ро (3)

имеет классическое решение.
Теорема 5. Пусть отображение F непрерывно.
Тогда для любой точки v0^F(x0, t0) задача (3) имеет хотя бы одно 

решение, у которого всюду в области его определения, кроме не более 
чем счетного множества точек, производная существует, ограничена и 
непрерывна, а в этих точках имеет разрывы первого рода.

Т е о р е м а 6. Пусть отображение F полунепрерывно снизу.
Тогда для любой точки coF(x0, t0) задача

<p(Z)e coF(<p(i), t), <p(Z0)=Zo, <p(io)=Vo.
имеет классическое решение.

Теорема 6 следует из леммы 3 и теоремы 3.5.2 работы (6).
Теорема 7. Пусть Е — сепарабельное гильбертово пространство. 

Пусть отображение x^>-F (х, t) полунепрерывно сверху для почти всех 
t^I, а отображение t-+F(x, t) измеримо для любого х^В.

Тогда задача
(р(t)si со F(q>(t), t), ф(^о)=Х0

имеет хотя бы одно решение.
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