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1. Билинейные формы на паре пространств. Пусть Е, 
Г — два векторных пространства над С, (g, ц), geE, реГ,—билинейная 
форма на Е, F, со значениями в С (по поводу применяемой в этой статье 
терминологии см. (*),  см. также (2)); билинейную форму (g, ц) мы будем 
кратко называть ф о р м о й на Е, F, а пространства Е, F вместе с формой 
(g, р) — парой и обозначать Р={Е, F, (g, р)}; Е н F называются 
пространствами, a (g, р) —формой пары Р.

* Среди максимальных суммируемых пар имеются тривиальные суммируемые 
пары {Sm(Ex, Я~), (О)} и {(0), Sm(Fx, 9^)}, где Sm(Ex, Я"), Sm(Fx, 3") — множество всех 
т-*|т (соотв. т-нц). Разумеется, представляют интерес нетривиальные суммируемые 
пары.

Если форма (g, р) невырождена, то говорят, что (g, р) приводит 
Е и F в двойственность (см., например, (*),  гл. IV); пара Р= 
= {Е, F, (g, р)} называется в этом случае невырожденной.

2. Суммируемые пары. Пусть задано измеримое пространство 
с о-конечной мерой р. В дальнейшем измеримость, суммируемость

будет означать ц-суммируемость, ^-измеримость, а под мерой множества 
в ?Г понимается его ц-мера. Пусть для почти каждого х^£Г задана пара 
РТ={ЕТ, FT, (gt, рт)т}. Пусть S(EX, линейное множество вектор-
функций T-*-g t, gte7?T, a S(FX, ST)—линейное множество, вектор-функ- 
ций т->рг, рте/?г, определенных для почти каждого те^“. Пара S(EX, (7~), 
S(FX, (Г} называется суммируемой, если функция T->(gT, pt)t сум­
мируема для каждых

{gT}eS(ET, <Г), {pT}s5(FT, СТ}.

Множество всех суммируемых пар частично упорядочим по включе­
нию, считая, что {51 (Ет, f7~), 5i(Et, ^_)}<{52(£'т, .V"), 52(ЕТ, И~)}, если 
Si(Ex, ^~)<=S2(EX, (Г) и Si(Fx, H')<=S2(FX, £Г). Применяя лемму Цорна, 
заключаем, что:

I. Множество всех суммируемых пар содержит максимальные сум­
мируемые пары ♦.

II. Всякая суммируемая пара содержится в некоторой максималь­
ной суммируемой паре.

III. Суммируемая пара S(EX,£T), S(FX,£T) максимальна тогда и 
только тогда, когда выполнены следующие условия:

1) если T-*(g T, т])т — суммируемая функция на СТ для каждой {gr}*=  
e5(Et, 1Г),70 {цт}е5(Ет, <Г);

2) если т-> (gT, T]r)t — суммируемая функция на для каждой {<!,}<= 
е5(Л,^),70 {gt}e5(Et, ST).

IV. Если S(EX, FT}, S(FX, — максимальная суммируемая пара и 
числовая функция г-+(лх^Ь°° (£Г, у,), то из {gt}e5 (Ёт, И~) следует 
{(axt,x}^S(Ex, и из {гр}е=5(Л, J") следует {(втг]т}е5(Ег, 2Г).
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Отметим, что максимальная суммируемая пара определяется не един­
ственным образом (см. ниже пример 1 в п. 4), так что на самом деле для 
данного семейства Рх, х^&~, может существовать много различных мак­
симальных суммируемых пар.

3. Измеримые семейства пар, прямой интеграл пар.
Пусть ST, Рх и ц — те же, что и в п. 2, и пусть 5(ЕТ, ^"), S(FX, FT} — 
отвечающая им фиксированная максимальная суммируемая пара. Семей­
ство РТ={ЕТ, Fx, i]r)r}, невырожденных пар называется изме­
римым, если существуют такие две последовательности вектор-функций 
{£/} eS(Ex, ^~), {r\xn}^S(Fx,^~), n=l, 2, 3,..., что для почти каждого 
х^ЕГ множества

Яг°={£Л «=1-2,3,...} и Л°={пЛ «=1,2,3,...}

плотны в Ех и Fx в о-топологиях Ех и Fx.
Пусть Рх={Ех, Fx, (£t, Th)J, x^FT, — измеримое семейство.
Множества S(EX, S(EX, f7~) можно рассматривать как линейные 

пространства вектор-функций £={£т}, г) = {т]т} с поточечным сложением 
и умножением на число. Обозначим * E—S(EX, F=S(FX, ST} п оп­
ределим в Е, F билинейную форму ('§, ц), полагая

* Точнее, как обычно, Е и F - классы эквивалентности вектор-функций. Две 
вектор-функции считаются эквивалентными, если они отличаются только на множе­
стве меры нуль.

(£,n) = J
еГ

при B={gt}e£', T] = {r]t}<=F.
V. Если (£т, т]г)г невырождена на Ех, Fx для почти каждого x^FT, то 

(g, ц) не вырождена на Е, F.
Таким образом E—S(EX, ST), F=S(FX, и (£, ц) = $ (£т, оп-

ределяют невырожденную пару Р={Е, F, (£, ц)}: эта пара Р называется 
прямым интегралом пар Рх по мере ц и обозначается Р—^Рхдрх или 

Г 
подробнее

{E,F, (g,n)} = f (3,1)
т

Отметим, что определения измеримого семейства пар и прямого ин­
теграла, вообще говоря, зависят от выбора максимальной суммируемой 
пары.

4. Примеры. 1) Прямой интеграл экземпляров одной
и той же пары взаимно дуальных банаховых прост­
ранств. Пусть Ео — рефлексивное банахово пространство, Fa=E0' и 
(В, п)о=Ш) Для 11оеЕо=Ео'. Тогда Ро={Ео, Ео, (|, г))0}-пара.
Пусть 2Г, ц — те же, что и выше, а р, q — фиксированные положитель­
ные числа, удовлетворяющие условиям

1<р<°°, 1/р+1/<?=1;

тогда также 1<^<°°. Каждому х<^7~ поставим в соответствие одну и ту 
же пару Рх=Ро и определим максимальную суммируемую пару Е, F и 
прямой интеграл Р={Е, F, (§, ц)}= следующим образом.

ST
Обозначим через LErv(ZT, ц) банахово пространство всех классов экви­

валентности ц-измеримых вектор-функций т->|т со значениями в Ео, 
удовлетворяющих условию

J l|tlp d|x<°°
ST
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и с нормой
l|lp= (J

ST

(ср. (3), гл. IV, § 2, п. 4; там ?Г — локально-компактное топологическое 
пространство, но это несущественно в рассматриваемом случае); анало­
гично определим ЬЕа-ч(бГ, р). Тогда , р), Е^,, р) образуют
суммируемую пару относительно билинейной формы

(B,T)) = J (|г,щ)оф (4,1)
<sr

при р), г] = {ф}е*4' 0 , (^", Н)
VI. Пространства ЬЕ„Р(?Г, р), (Я-, р) образуют максимальную

суммируемую пару относительно формы (4,1).
Очевидно, Ье^{2Г, р) зависит от выбора р; следовательно, приведен­

ный пример показывает, что для одних и тех же ST, р, Ех существует 
много различных максимальных суммируемых пар, а значит, много раз­
личных прямых интегралов. Это, однако, несущественно, поскольку в 
дальнейшем будут ставиться задачи о разложении заданной пары в 
прямой интеграл. Точная постановка одной из таких задач и ее решение 
будут даны в одной из следующих статей автора.

2) Прямой интеграл гильбертовых пространств. 
Гильбертово пространство Н находится в двойственности с самим собой, 
если в качестве соответствующей формы на ЯХЯ взять (£, т])=<7£, р>, где 
< •, • > — скалярное произведение на Я, a J — комплексное сопряжение 
в Я. Таким образом, в рассматриваемом случае соответствующая пара Р 
имеет вид

Р={Н, Н, (|, г])}.
Пусть снова ST — пространство с о-конечной мерой р, а Ят, теЯ",— 

измеримое по фон Нейману семейство гильбертовых пространств. Этому 
семейству отвечает семейство пар РТ={ЯТ, Ят, (£, т])т}, где (|, р) = 
=<Д£, т]>т, <5, рХ — скалярное произведение, а Л — сопряжение в Ят. 
Пусть Я — прямой интеграл сепарабельных гильбертовых пространств 
Ят на ST в смысле фон Неймана (см. (4), (5) или (6), § 41):

Я=( Ятйр,
ST

и <g, г)> — скалярное произведение в Я; {Я, Я} —максимальная 
суммируемая пара относительно (£, р). Это означает, что 
пара Р—{Н,Н, (g, т])} есть прямой интеграл пар Ят,

Р = j Pxdx;
ef

следовательно:
VII. Определение прямого интеграла пар, данное в п. 3, содержит, как 

частный случай, прямой интеграл гильбертовых пространств в смысле фон 
Неймана.

5. Суммируемые семейства операторов и операторы, 
ими порожденные. Пусть FT, р, Р, Рх — те же, что и в и. 3, п пусть Е, 
F — максимальная суммируемая пара, так что выполнено (3, 1). Пусть Ах, 
теЯ",— семейство операторов в Ех, x^FT, определенное для p-почти каж­
дого x^FT. Семейство Ах называется суммируемым (относитель­
но Е, F), если из {tx}^E следует {АХЪ.Х}^Е-, аналогично определяется и 
суммируемость для семейства Вх, x^FT, операторов в Fx.
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VIII. Пусть Ах непрерывен в топологии с(Ех, Fx) для p-почти каждого 
если Ах — суммируемое семейство, то Ах* есть также суммируемое

семейство.
Пусть Аг — суммируемое семейство. Определим операторы А и В в Е 

и F по формулам
= (5,1)

Из определения суммируемого семейства и предположения VIII следует, 
что А и В определены во всем Е и F соответственно. При этом для 
S={^}e£r, n =

(4|,T])=J r]T)dp = j (^,Л%)тйр=(§,Вт]). (5,2)
ST ST

Из (5,2) следует, что А непрерывен в топологии а(Е, F) и В=А*.
Таким образом, справедливо утверждение
IX. Если Ах, x^FT, — суммируемое семейство, то формулы (5,1), (5,2) 

определяют операторы А, В, непрерывные в o(E,F)- и о (F, Е)-топологиях 
соответственно и В=А*.
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