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1. Многие аддитивные задачи с простыми числами решаются с помощью 
метода тригонометрических сумм, созданного И. М. Виноградовым (*). При 
сведении тригонометрических сумм по простым числам к двойным суммам 
фундаментальной является идея И. М. Виноградова по «сглаживанию» 
таких сумм.

В основе дисперсионного метода, разработанного Ю. В. Линником (2), 
также лежит идея «сглаживания» наряду с рассуждениями, имеющими 
свои истоки в классической работе П. Л. Чебышева (3). Эта же идея ис­
пользуется в методе большого решета, созданного Ю. В. Линником (4) и 
позволившего получить ряд теорем, относящихся к распределению простых 
чисел в арифметических прогрессиях в среднем (5,6).

Ю. В. Линник (совместно с автором) разработал в общих чертах новый 
метод в аналитической теории чисел (7~9), в основе которого лежит назван­
ная выше идея И. М. Виноградова в соединении с некоторыми теоремами 
о простых числах.

Целью этой заметки является упрощение и усиление метода -за счет 
применения некоторого общего эвристического принципа в аддитивных за­
дачах с простыми числами и полной элементаризации доказательств (кро­
ме использования пеэлементарной теоремы Зигеля — Вальфиша). В связи 
с этим сфера применимости метода распространения с тернарных проблем 
типа теоремы Виноградова о сумме трех простых чисел на некоторые полу- 
тернарные задачи, не решаемые круговым методом.

2. Рассмотрим уравнение
р+а+^=н, (1)

где значение р пробегает простые числа, а и пробегают какие-либо по­
следовательности натуральных чисел с определенными условиями на их 
распределенность в арифметических прогрессиях с медленно растущей раз­
ностью, п — достаточно большое натуральное число.

Пусть Q(jT) — число решений уравнения (1).
Уравнение (1) будем называть тернарным, если для Q(n) может 

быть найдена асимптотика с помощью кругового метода. Уравнение (1) 
будем называть по л у тернарным, если оно не решается круговым 
методом.

Типичным примером тернарного уравнения является уравнение

p+pi+p2-=n,

где р, pi и р2 простые, п нечетное.
Следующая теорема доставляет асимптотику для числа v решений Qi (п) 

уравнения (2).
Теорема Виноградова (*). При п-+ °°

(3)
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(4)

где

Одним из примеров полутернарного уравнения является уравнение

P+Plkp2+P3hpt = n,

где р, Pi, р2, р3 и pt простые, п нечетное, рк^па, Рз'^п",
р^^п^, а и к — фиксированные числа, 0<сс<!/4, k>i натуральное.

Пусть Q2(n) — число решений уравнения (4).
Теорема А. При п-+°°

Q2(n)
/ к \2 1
\Т/ (1—а)2

^2(l_a)^2<x/A

In5 п
<5{п) +

(5)

1
4

где о(п) определено в (3).
Наметим общий подход для получения оценок (3) и (5). Заменим урав­

нение (1) на уравнение
v+a+p=ra, (1')

где v пробегает квазнпростые числа, такие, которые не содержат в
каноническом разложении простых чисел p=^ni/<lu 1П п}\ а и подчиняются 
условиям из (1). Обозначим через Q'(n) число решений уравнения (1'). 
При переходе от уравнения (1) к уравнению (1') область значений пере­
менной р, пробегающей простые числа, расширяется до области значений 
переменной v, пробегающей квазнпростые числа. Поэтому можем ожидать, 
что число решений уравнения (1) будет в К(п) раз меньше числа реше­
ний уравнения (1'), если К(п) ~л (п) /л' (п), где

П (‘-у)-
p^n 1/(111 In n)2

Примем

П (*^)^-
1/(1п1ПП)2

Р^п

Обозначим
V=Q(n)—K(ri)Q'(n). (6)

Рассчитав асимптотику для Q'(п) и показав, что V имеет меньший по­
рядок по сравнению с K(n)Q'(n), получаем асимптотику для Q(n):

@(п)=ЙГ(п)()'(п) (1+о(1)). (7)

3. Для выполнения указанных расчетов модифицируем схему из рабо­
ты (9). Вместо использования когерентных чисел, что привело в (9) к огра­
ничениям на п, или вместо искусственного конструирования ожидаемых 
чисел решений уравнений вида

p+viDi'+p,iD2'=n, viS('Vo), P-ie(po),

к которым сводится уравнение (1), мы оцениваем разность

Г1=7(,0),(м=££( £ 1—К(п) У1, 1).

Di’ p + ViDi' +y.iD2’ =п V4-V iDi' +11(0/ = n
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Применяя неравенство Коши — Буняковского и идею И. М. Виноградова 
по «сглаживанию» двойных сумм, получим

^(ЕЕК
D,’ Di

где с допустимой погрешностью
K2=S1-2^(w)S2+№(re)S3, 

S>= У, 1, Л=1,2,3.

V PKsviPK ’ + (’ 1’ - "> 1)n(mod|A|)

В сумме пара (рй, ph') либо пара простых чисел (при /с=1), либо 
пара — простое и квазипростое (Л=2), либо пара квазипростых чисел 
(fc=3); для переменных выполняются условия, определяемые уравнениями 
(1) и (Г). Модуль A=V1p,/—v/p.!.

Положим

^'-EE^E1-
V Л р»

s-"=£( е ‘-е-^дЬ-Е1)’
рк’ ■* l'PRsIK<modlAl > д ?к

Zk=V1p/+(v1'—Vi)7Z, (lh, Д)=1.

Сумма S/ вычисляется с помощью элементарного суммирования, в ходе 
которого применяется неэлементарная теорема Зигеля — Вальфиша. К сум­
ме применяется «сглаживание» по переменной р/, что в случае, когда 

| А | <vn/(ln п)с (8)

(С>0 — большая константа), опять приводит к элементарным вычислениям 
с использованием теоремы Зигеля — Вальфиша. В результате St, К(п)2.2 
и №(n)S3 совпадут (с допустимой погрешностью), что обосновывает пере­
ход от (6) к (7).

Для уравнения (2) полагаем Vi=l, Di =pi, щ простое. При этом с до­
пустимой погрешностью, получаемой при помощи элементарного решета 
Бруна, можем считать, что щСп1*/(In п)°.

Для уравнения (4) полагаем Vi=pik, Dt=pz, pi=ps\ Вг=р^.
Таким образом, для уравнений (2) и (4) условие (8) выполнено. 
Следуя рассмотренной схеме, находим для этих уравнений оценку

F=O(^(n)(?/(«)/(lnn)1-s). (9)

Остается найти асимптотику для Q'(n). Применяя элементарное решето, 
получим

С,(«) = У1н(^) У, 1, 

d<n a=n-P(modd)

где d пробегает числа, содержащие только простые множители 
^1/(In In n)2

Положим
<2'(n) = £ -h £) =Л(п)+Т2(га).

1/ln In 71 i/ln In n 
d^n n <d^n
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Для Т\(п) получим асимптотику с помощью метода «сглаживания». 
Величина i\(n) войдет в остаточный член, что показывается с помощью 
решета Бруна и элементарной теоремы о распределении чисел с малыми 
простыми делителями.

Эти вычисления доставляют в итоге асимптотику для Q(n). Примени­
тельно к уравнениям (2) и (4) получаем формулы (3) и (5).

Рассмотренный метод применим к другим уравнениям, аналогичным 
уравнениям (2) и (4), а также к их алгебраическим обобщениям.

Считаю приятным долгом выразить глубокую благодарность А. А. Кара- 
цубе за ценные советы и внимание к работе.
Куйбышевский государственный Поступило
педагогический институт 29 XI 1973
им. В. В. Куйбышева
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