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(Представлено академиком С. М. Никольским 11 II 1974)

Обозначим через А банахово пространство комплекснозначных функ­
ций, непрерывных в замкнутом единичном круге и аналитических в от­
крытом единичном круге. Норма функции f^A определяется следующим 
образом:

||/||== max ||/(г) |.
|z| = l

С. Банах (*) поставил вопрос о том, существует ли в пространстве А 
базис. В настоящей статье дается положительный ответ на этот вопрос.

Пусть {/„(x)},'X=ii — система Франклина, определенная на [0, 2л]. Си­
стема Франклина является базисом в пространстве непрерывных функций 
(см. (2, 3) ) .

Определим систему 2л-периодических непрерывных функций 
{Fn(x)}n=o на отрезке [—л, л] следующим образом:

/„(2z) при х<^ [0, л),
(1) 

fn(—2x) при х^[ — л, 0).

Функции Fn(x) четны и $Fn(x)dx=0 при п^1. Обозначим через Рп(х) 
— Л

функцию, сопряженную к функции Fn(x). Функции Рп(х) нечетны. 
Положим

1+i 1
£о(я) =---- gn(x) = —^(F„(x)+iF„(x)), га>1,

2У" П (2>

Gn (z) = G„ (r-eix) = — f gn (t) P (r, t-x) dt,
л J

где P(r, t) — ядро Пуассона.
Справедлива
Теорема. Система функций {Gn(z)}n== образует базис в простран­

стве А.
Приведем схему доказательства этой теоремы. Пусть функ­

ция Ф (z) &А. Тогда на границе единичного круга

Ф (е“) =и(х) +iv(x),

где и(х) и и(х) — вещественные непрерывные 2л-периодические функции 
v (х~) =й (.г) +а, а — вещественное число.

Разложим функцию Ф(е") в ряд по системе {g„(^)}n=o- Имеем
ОО п

Ф(е’х)~ J\ngn(;r), сп= УФ(^)Ы^)&,
71 = 0 —Л
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(3)

или (см. (2))

1 сФ(еи)-------I [n(x)+iy(x) ]dx+
2л J

— Л

Установим, что ряд
. Л СО СО

u(x)dx+^(u,Fn)Fn(x)-^ (y,F„)Pn(x)
— л п — 1 п = i

равномерно сходится к функции и(х).
Разложим функции и(х) и v(x)

и (х) =iii (х) +и2 (х),

где Hi (х) и Vi (х) четны, и2 (х) и и2 (х) нечетны. 
Ряд (см. (1))

(4)

на четную и нечетную компоненты:
V (х) =V i(x) + l?2(x) , (5)

Л 00

j Ui{x)dx+ FAx)
—л п= 1 

равномерно сходится к функции ut (х).
Обозначим

(6)

(7)

5„(к1,х) = У'| (vl,Fh)Fk(x).

Установим, что имеет место неравенство
И„(Р1, х) ||СВ(||Р1|| + ||гц||).

Через В обозначается положительная постоянная, которая может быть 
различной в разных формулах.

Функция

при n=2p+q, по каждому из переменных х, у есть кусочно-ли­
нейная функция. Поэтому справедливо неравенство

К, (ж+<. ,) -к. (1-г, у) I у- s) dt
-8/п

(8)

Поскольку функции Лебега для системы Франклина равномерно огра­
ничены, то пз неравенства (8) следует

(9)

Обозначим через Ая, х(у) такую функцию, определенную на единичной 
окружности, что

{О при |х—у|<1/и,
1/2ctg1/2(y—х) при |х—г/|>1/и. (Ю)

1 / п

J t
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Представим 5„(щ, х) в следующем виде (см .(6), (10)):

(y)dy+

Кп (x+t, у) —Кп (x—t, у)
2 tg 721

(И)

Пусть
An,x(«)=A‘‘«(O+A^(i), (12)

где An,x (t) — четная функция и Л«,х (0 — нечетная. 
Так как (см. (4))

J | J An(7i/)A„<1I,W*-A‘*x(j/) | ^5, (13)
— л —л

где wt (6, Лп,х )— модуль непрерывности функции Ан,х (г/) в метрике 
Li (0, л), и (см. (5) стр. 154).

| j An,x(y)vi(y)dy | ^5(11^,11+11^11), (14)

— л

то, объединяя соотношения (9) и (И) —(14), получаем неравенство (7). 
Далее, для любого е>0 можно найти такой полином по системе 

{Fn(x)}Z^, что
||щ—P||sSe, ||щ—Р||^Е. (15)

Поэтому для достаточно больших п выполняется неравенство (см. (6), 
(7), (15))

1137(щ)~щ|!Н13„(щ—Р)+Р—щ||«С5е. (16)

Поскольку щ(х) =—иг(х), то (см. (4), (5), (16)) ряд (4) равномерно 
сходится к и (х).

Аналогично доказывается, что ряд

1
2л

Я со СО

J v(x)dx+ J1, (к, F„) -Fn (х) + J1, (u, F„) Fn (х)
— Л 71 = 1 71 = 1

равномерно сходится к функции и (х).
Таким образом, ряд (3) равномерно сходится к функции Ф (е“) и, в 

силу ортогональности системы {g„(x)}£Lo, это разложение единственно. 
Теорема доказана.
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