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1. Пусть Еп+2 обозначает эвклидово пространство точек (s, zb z2) раз­
мерности п+2. Здесь s=(si,s„) и z2>0. Рассмотрим функцию 
(Oh (х, у, 0; s, z1} z2) двух точек (х, у, 0) и (s4, zt, z2) и численного положи­
тельного параметра h. Функцию ®Л=(оЛ(а;, у, 0; s,, z,, z2) будем называть 
осредняющим ядром, если она удовлетворяет следующим условиям:

1) (ОЛ зависит только от h и г, где гг=\х—s 12+1 у—Zil2+z22;
2) соЛ>0, если r<h, и (оЛ=0, если
3) (оЛ бесконечно дифференцируема и четна по переменным у и z2>

4) S (ОлУ, 0; s, ^i, z2) z2 ds dzi dz2== 1.
r<h

Примером осредняющего ядра может служить функция
_^_в-»/(м-н) если г<^ (jy

0, если rSm,

где Сь
r(fc+‘/2)
r(V2)r(*)

(k — фиксированное положительное число) и

LT (*)И л — постоянная, равная
H?'=Ch J e-1/(ft!-ra)z2k 1 ds dz,dz2.

r<h
(2)

Пусть Й+— конечная область (п+2)-мерного эвклидова пространства, 
расположенная в полупространстве z2>0 и прилегающая к гиперплоскости 
z2=0. Пусть и — функция, суммируемая в Й+ с весом. Введем в рассмот­
рение интегральный оператор

иЛ(а:, j/)=ChJ е_1''(Л2_г2)и(в, Vz,2+z22)z2 'dsdzldz2. (3)
Й +

Доопределяя и вне Q+ нулем и учитывая явное выражение для опера­
тора обобщенного сдвига

л

Ту!{у) =ск ^!(Уy2+t2-2yt cos ф)sin*-1 ф Йф, 
о

интеграл (3) может быть записан в виде

Tydih (x—s, i) и (s, t) th ds dt. (4)
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Интегральный оператор (4) назовем оператором осреднения, порож­
денным оператором обобщенного сдвига, а функцию щ назовем осреднен­
ием функцией,—

Имеют место следующие утверждения, характеризующие свойства опе­
ратора (4).

Теорема 1. Если и(х, у) непрерывна в Й+ и четна по у, то функ­
ция щ(х, у) стремится к и(х, у) при h->-0 равномерно во всякой внутрен­
ней подобласти области й+.

Теорема 2. Если и (х, у) к, то

ll7’1yu(x—s, t) H^pJ1 (5)

Теорема 3. Если и(х, у)^З’р,к(й+), то
J \uh(x,y)\pykdxdy^C \u(s,t)\pthdsdt. (6)

О* Q +

Теорема 4. Если и(х, у)ej?Р, h(й+), то

lim ||nft-M||^ а, =0. (7)
Л-<» р’к

Теорема 5. Множество функций, бесконечно дифференцируемых, 
четных по у и равных нулю в пограничной полосе Q/,+, плотно в 3?А(й+).

Через Г+ обозначается граница области й+, расположенная в полупро­
странстве у>0. Под Й/Л понимается множество точек области й+, рас­
стояние которых до Г+ не превосходит некоторого положительного числа h.

2. Укажем на некоторые применения введенного выше интегрального 
оператора (4).

Определение. Пусть функции <р(а:, у) и %(г, у) четны по у и 
суммируемы с весом ук по любой внутренней подобласти ЙЛ области й+. 
Пусть для любой s раз непрерывно дифференцируемой, финитной вблизи 
Г+ и четной по у функции ф(я, у) функции ср и % удовлетворяют соот­
ношению

[ х(«,У)ф(®,У)/^^=(-1)г J" y}ykdxdy,
Q+ Q+

где 3&у — итерации сингулярного дифференциального оператора Бесселя
„ дг к д

= ------  +-----— .
дуг у ду

Тогда функцию % (я, у) назовем обобщенной производной вида S5xl0Bvr 
от функции ср (ж, у) в области й+.

Если же при определении обобщенной производной 3)х3!ут прибегнуть 
к точке зрения на производную как на оператор в пространстве 2?г, 
(^2, к — пространство квадратично суммируемых функций с весом ук), то 
из такого определения будет автоматически вытекать квадратичная сум­
мируемость с весом ук как обобщенных производных вида 3)x$vr, так и 
функций, дифференцируемых обобщенным образом.

Теорема 6. Пусть функция и(х, у), четная по у, имеет в й+ обоб­
щенную производную Ядх&у и (х, у) порядка s=2r+l.

Тогда в любой точке внутри Q+—Q.,+

(S)xl&vTu(x, y))h=3)x'&yruh(x, у), (8)
где обозначает пограничную полосу ширины h.

Теорема 7. Пусть й4+ — внутренняя подобласть области Й+. Если 
и(х, у) есть обобщенная производная 3)х^ф от и(х, у), т. е. v(x, у) = 
=2)х$!ути(х, у) в й+, то v(x, у) будет такой же обобщенной производной 
от и(х, у) в Qj+.
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Теорема 8. Пусть ср (ж, у) суммируема в О,+ с весом у\ Пусть ф(х, у) 
непрерывна и обращается в нуль вблизи Г+. Пусть последовательность 
<р*(ж, у) достаточное число раз непрерывно дифференцируема в Q+ и для 
нее

lim J cpft (ж, у) хр (х, у) ук dxdy= J ср (х, у) ф(ж, у) ук dx dy. (9)
Q+ Q*

Если, кроме того,
[ y)\pyk dxdy^C, (10)

О*

то существует обобщенная производная iZV^/cp (я, у).
Следствие. Если множество производных вида 3>ха^/ от осред- 

ненных функций слабо компактно, то данная функция имеет обобщенную 
производную вида 3)ХЗИ^.

Теорема 9. Пусть и, ди/ду, Йи^З р, h(Q+) и ' пусть о, ди/ду, 
ft(Q+), где l/p+i/q=l и & — оператор Бесселя.

Тогда ио имеет обобщенную производную

ди до _ 
$(ио')=о$и+2-------- + и$о. (11)

ду ду
Другие важные приложения оператора осреднения (4), порожденного 

обобщенным сдвигом, были даны Г. Л. Чернышовым (*) при доказатель­
стве однозначной разрешимости соответствующей задачи Коши с сингу­
лярным гиперболическим оператором.
Воронежский государственный университет Поступило
им. Ленинского комсомола 20 II1974
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