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1. Рассмотрим уравнение
S0[u]=uxy+a(x, y)ux+b(x, y)uv+c(x, y)u=0 (2%)

в области До, ограниченной отрезком О А характеристики у=0 
(0(0, 0), 4(0, I), Z>0) и простой дугой О А, расположенной в нижней по­
луплоскости и пересекающей прямую у=—б только в двух точках 
(0<б<е, е сколь угодно мало); а, ах, b, c^Cw (До\4). Область Ао будем 
обозначать через А, если ОА есть либо ломаная ОСЕА (область Дь 
<7(0, Ao), E(l, h0), A0=const<0), либо состоит из отрезка АС характеристи­
ки x—l (C(l, h0)) и дуги ОС со строго убывающей ординатой (область Д2), 
которая в точке О может касаться (область Аг) или не касаться (область 
А2") характеристики а:=0.

Будем говорить, что для уравнения (So) в области Ао с «данными» в 
точке О в некотором классе [А] его решений имеет место характеристи­
ческий принцип слабого локального экстремума, если, возможно при не­
которых дополнительных условиях, справедлива

Теорема. Пусть и(х, у)—произвольное решение класса [А], 
max \и(х, 0) | = | и(х0, 0) |^=0, 0<хй<1. Тогда и(х0, 0) -иу(ха, 0)>0.

Функцию и(х, у) будем считать решением класса [Ао] уравнения (Sa), 
если 27о(к)=О в Ао, u^C(i) (До\4), иху, u!ACeC'(0> (Ао); u(0, 0)=i^(0, 0) =0.

Лемма 1. Для уравнения (So) в области Ао с «данными» в точке О 
в классе [ Ао] имеет место характеристический принцип слабого локально­
го экстремума, если на характеристике ОА справедливо одно из неравенств

X

0(х)=р(х)— h(t)\c2(t)\dt>0,
0

(С)

X
Q(x)— J h(t)ci(t) >0,

0
(С')

X
ц(ж)— Jh(t) lc(i) 1 dt>0,

0
(С")

X (z) а (я, 0) + Jx(f) I7z(i) |di<0; (D)
0

здесь

с(х, 0)=с(х)=с1(х)+сг(х), h(x, 0) =7г(х) ~ах(х, 0) + 
+а(х, 0)Ь(х, 0)—с(х, 0) —hi (х) +h2(x); 

ht(x)^0, ct(x)^0 при 0<а:<1.
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Доказательство следует из соотношения вида (1) и (2) работы (*) 
и рассуждений, использованных при доказательстве леммы 1 из работы (2).

Можно показать, что с помощью мультипликативной подстановки урав­
нение (S’o) с а, ах, Ъ, сеС'<0)(Д0) преобразуется в уравнение того же вида, 
коэффициенты которого удовлетворяют неравенству (С").

2. Рассмотрим уравнения

A[u> ■1~Sg-n-y иху + Uxx+M (х, у) ux+N (х, у) uy+F (х, у) и=0,
2 2 (Л)

2? [и] = -gn У- иху + 1+Sgn--(a„+^) +М(х, у) ux+N(ж, у) uy+F(х, у) и=0 

(Z?) 

соответственно в областях Й«=Й1|-,ОА'-'Д и Й=О,<>(9А^Д, где Д — описан­
ная выше область; М, Мх, N, РеС<0)(Д); при у>0. Область й. огра­
ничена прямолинейными отрезками ОА, OB, AQ, BQ- o=OB^AQ; 
xB=xo=0, xQ—xA—l, ув=у<з, причем в уравнении (А) М, N, 77еС(0)(О1), 
2V<0 в й.. Область Di ограничена отрезком О А непростой дугой о=О4с 
<={у>0}, причем в уравнении (S’) М, N, ЯеС(0) (Di).

Задача Aafv. Найти функцию и(х, у) со свойствами:
1) Л[п]=0 в Q^BQ^A;
2) ие+’<°> (IT.) ЛС<0>(Д) ПС(1) [Й.\(О^А) ]ПС(1’ (Д\Л)ПС<2’(Й.^А);
3) u|oBi=<Pi(y), u|AQ=<p2(y), у|ос=Ф; ф1, ф2еС,(0); феС(1);
4) и(х; —0)=а(ж)и(ж; +0), иу(х; — 0) = 0(ж)щ(ж; +0)+

+ц(х)и(х; —0), 0<х<1; aECt0>[0, I], 0, yeC(0)(0, Z); а>0, £>0, ^<0, а(ж) 
не убывает на [0, Z].

Задача S?a»y. Найти функцию и (х, у) со свойствами:
1) S’[w]=0b
2) иеС(0’(Д)ПС(0’(Д)ПС(1)[А\(О^А)]ПС(1>(Д\А)ПС(2)(О1^Д);
3) гг|з=ф, п|ос=ф; ФеС<0); феС41’;
4) и(х; —О') = а(х')и(,х; +0), 0=^ a?^Z; нДж; — 0) = 0(ж)щ,(ж; +0)4- 

+у(ж)н(ж; +0), 0<ж</; «е<7(0)[0, I], 0, уеС,(о)(О, Z); а>0, 0>О, ^0; 
а (ж) не убывает на [0, I].

Лемма 2 (модифицированный принцип А. В. Бицадзе (3)). Пусть 
п(ж, у) — решение задачи A«fv (S^v), п(0; —0)=0, щ(0; —0)=0. Если 
на характеристике О А коэффициенты уравнения (A) ((S’)) удовле­
творяют одному из неравенств (С), (С"), (С"), (Я), то шах|п| =шах|гг| 

Qi в
(тах|п| =тах| и |).

Доказательство следует из леммы 1, свойств а (ж), 0(ж), ц(х) и 
известных свойств параболических и эллиптических уравнений.

Замечание 1. Легко показать, что лемма 2 остается в силе и при 
М, Мх, N, F^CW (АюОА^ОС'), С'^ОС.

В дальнейшем при Д=Д2" задача AaSv (S’apT) изучается в классе [Я]: 
функция ие[Я], если щ(0; — 0)=0.

Теорема 1. Если на характеристике О А коэффициенты уравнения 
(A) ((S’)) удовлетворяют одному из неравенств (С), (С"), (С"), (^) или 
шах |F| (шах l/1!) достаточно велик и а(ж)=^0(ж), то решение задачи АаИ 

Qi Dj
(S’afjJ единственно.

Доказательство следует из леммы 2.
Теорема 2. Если а'^/а^х^ки у(ж)^тп при 0<х<1, то решение 

задачи А^, (S’aPv) единственно. Здесь, как и ниже, к и т^0 — некоторые 
числа, определяемые из требования выполнимости неравенства (С).
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Доказательство следует из возможности требуемого выбора чи­
сел к и т.

Замечание 2. Теорема 1 также верна, если 
Р(ж)-а(х) , ,

т-------- 7—----- + y (х) ^0
а(х)

и max|P| (шах|Р|) достаточно велик.
я, я,
Решение и(х, у) задачи Aajiv будем считать принадлежащим классу [Р], 

если (Qi^OA). Пусть и(х; +0) =т(х) =т. Можно показать, что в
классе [Р] задача редуцируется к двухточечной краевой задаче для 
интегродифференциального уравнения вида

х"+р (х)т'+у(Д)т= J R(x, С) х (f) dt+f (х)
о

, т(0)=ф1(0), т(0=Фг(0).

(1) 
В частности, если M=N=F=0 при у<0 и Д=Д1, то в уравнении (1) отсут­
ствует интегральный член, причем при М(х; +0)=0, F(x; +0)=0и 
N (х; +0) =—1 оно переходит в уравнение

Отсюда следует, что в простейшем случае (Zlf=P=O, 2V=—1 в Qt, <pi=cp2=O) 
решение «классической» задачи Трикоми Ац0 определяется формулой

J G (ж, у, t) (P-Zi) dt, у >0,
0

, W)+ (ж2-^). г/<0;

здесь G (х, у, Z) — функция Грина.

3. Рассмотрим уравнения 
P[w]=aII-|-sgnyuOT+Af(a:, у)их+А(ж, y)us+P(x, у)п=0, (П

£[u] = 1+sgn УUix + j_5?±E(Uxx_Uvi() +M{x, y) ux+N(x, y) uy+F(x, y) u=Q

соответственно в областях D=Dl'^OA'^D2 и где D, и й(-
описанные выше области, а область D2 ограничена отрезком О А и характе­
ристиками ОС и AC; М, N, F^CW (D2); М, N^C^(D2\OA); Р<0 при 
у^О; в уравнении (Т) М, N, F^CW (Dt); в уравнении (5) М, N, 
PEC‘”(Qt),jV<0 в Q,.

Задача ТаРт. Найти функцию и(х, у) со свойствами:
1) в Dt^D2;
2) «еГДД) л С<0)(Д2) Л С(1)[А\ (О^А)] Л С<‘>(Л2\ (О^А)] Л 

nCw(D^D2);
3) u|5=qp, п|ос=ф; tpEpw, ■феС'1’;
4) и(х; —0)=а(х)и(х; +0), 0< х<1; иу(х; — 0) = $(х)иу(х; +0) +

+ч(х)и(х; —0), 0<х<1, aeC<0)[0, ZJ; 0, уеС(0)(0, Z); а>0, fi>0, у^0;
а,(х) не убывает на [0, Z],

Задача £aSv. Найти функцию и (х, у) со свойствами:
1) 5[п]=0 в (At^BQ^D2;
2) ВеС<0)(Й,) ЛС|в)(52) ЛС'<1,[‘Й1 \ (О А) ] Л С(1)[Р2 \(О^А)]П

26



3) а|бв=ф1(1/), w|3q— ф2(г/), м|бс=ф; <р„ <р2еС(<”, ipeC(,);
4) и(х; — 0) = а(х)и(х; + 0), 0< х < I; иу(х; —6)=^>(х')иу(,х; + 0) +

-т-у^и^х; +0), 0<x<k, aeC(0)[0, I]; 7еС(0)(0, Z); а>0, £>0,
а(х) не убывает на [0, Z].

Лемма 3 (модифицированный принцип А. В. Бицадзе (3)). Пусть 
«(я, У) — решение задачи Та{1т (£аРт), п|ос=0. Если в области Ь2 коэффи­
циенты уравнения (Т) (£) удовлетворяют условиям (С) или (D) из (3), 
то max | и | =тах | и| (max | и\ =тах| и |).

D{ a Q а
Доказательство следует из теоремы 1 работы (*) и известных 

свойств эллиптических и параболических уравнений.
Теорема 3. Если в области D2 коэффициенты уравнения (71) ((£)) 

удовлетворяют условиям (С) или (D) работы (*) или а! (х)^0, 

(Аг+ти) + 7 (х) =С0 при 0<х<1 и max |F| (max I F |) достаточно
а (а;) в, а,

велик, то решение задачи TaPv (£«и) единственно.
Здесь, как и всюду ниже, кит — некоторые числа, определяемые из 

требования выполнимости условий (С) работы (’).
Теорема 4. Если а'(z)/atx'^k—m и y(x')^k+m при 0<х<1, то ре­

шение задачи ТаРт (Sa₽T) единственно.
Замечание 3. Лемма 3 и теоремы 3 и 4 останутся в силе, если в об­

ласти D2 и(х, у) заменим обобщенным решением класса 5 (4).
Функцию и(х, у) будем считать обобщенным решением класса [£] 

задачи Та^т, если она обладает всеми свойствами решения этой задачи, 
кроме, может быть Т[и]=0 в D2, и в области D2 является обобщенным ре­
шением класса S (4). Из теорем 4 и 3 с учетом результатов работы (4) со­
ответственно следуют

Теорема 5. При a(x)=fi(x)=exp{(k—m)x}, ч(х)=к+т иограниче­
ниях, наложенных в (4) на о, ср, ф и на М(х, у), N(x, у), F(x, у) соответ­
ственно в Di и D2, в классе [5] задача Тв₽? однозначно разрешима.

Теорема 6. В условиях теоремы 3 и ограничениях, наложенных в (4) 
на 5, ср, ф и на М(х, у), N(x, у), F(x, у) соответственно в Di и D2, в классе 
[5] задача Тц0 однозначно разрешима.

Автор выражает благодарность С. П. Пулькину и участникам его семи­
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ЦИТИРОВАННАЯ ЛИТЕРАТУРА
1 М. Е. Лернер, ДАН, т. 177, № 6, 1269 (1967). 2 М. Е. Лернер, Матер. Всесо-

юзн. конфер. по краевым задачам, Казань. 1970. 3 А. В. Бицадзе, Уравнения сме­
шанного типа, Изд. АН СССР, 1959. 4 С. П. Пулъкин, ДАН, т. 118, № 1, 38 (1958).

27


