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Пусть А — некоторый класс элементов. Тогда семейство категорий 
| ос, Р^А} называется моноидальным, если для всех а, 0, у, 6еД 

существуют:
а) функторы — ®—; Э?а?Х91Рт->-91ат;
б) нейтральные объекты в
в) естественные изоморфизмы (P®Q) ®R->-P® в 9?a5, опре­

деленные для всех (?EOb9tev, 7?eOb£Rv8;
г) естественные изоморфизмы rP: P®Z^P, lP: Za®P-+P, определен­

ные для всех Pe0b9?a(S; причем изоморфизмы а, г, I удовлетворяют аксио­
мам МС1, МС2 когерентности (см. (*))•

В дальнейших рассмотрениях фиксируем некоторое моноидальное се­
мейство | а, Р^А} категорий.

Функтор [—, — ]: X9iaT-»-^v назовем Нот-функтором, если сущест­
вуют естественные изоморфизмы <bpqh: (P®Q, R)-+H^ (Q, [Р, 7?]),
определенные для всех РеОЬЭ?а₽, Q<^ Ob 9?₽т, 7?eOb9?av. Если Нош-функто- 
ры определены для всех троек а, р, у элементов из А, то семейство Si будем 
называть замкнутым. Если замкнутое семейство состоит из одной катего­
рии X, то категорию £ будем называть замкнутой.

Для замкнутого семейства категорий справедливо
Предложение 1. Пусть Ш= |а, ^А) — замкнутое семейство ка­

тегорий, а, р, уеА, РеОЬ 9?ац. Тогда:
а) категория является моноидалъной;
б) категория является ^-категорией, а Hom-функтор [—, — ]: 

Жаз Х9?а&-— поднятым Нот-функтором;
в) функторы Р®—: 9JgT-*9?aT, [Р, —]: Si^-сопряжены.
Естественные преобразования, сопутствующие сопряжению 

(Р®—)—|[Р, — ], будем обозначать через %РВ: Р®[Р, R]-+R и pPQ: 
<?->[р,р®<2].

Инволюцией в семействе 9? назовем тройку (i, J, к), где i — такое ото­
бражение i: A-»-A, что 12=1Д, J — такое семейство функторов 
что /а₽/₽«х1—1»а(3 , к — семейство естественных изоморфизмов кР<}:

(<2®Р) Ар-
Пример 1. Пусть S — замкнутая симметричная категория, X — неко­

торый класс и категория £ Х-полна, т.е. в ? существуют ядра и коядра 
любой пары морфизмов с общим началом и концом, а также прямые и сво­
бодные произведения любого семейства объектов из £, индексированного 
любым подмножествам класса X, З(Х') — класс подмножеств класса X. 
Тогда, следуя построениям § 3 работы (*), нетрудно установить, что се­
мейство £(i) = {£C7XV | U, V<^&(X)} категорий является замкнутым семейст­
вом с инволюцией для подходящих функторов — ®—, [—, — ].

Пусть $ есть моноидальная категория. Тогда можно определить поня­
тие кольца в ф как пары (С, т), где m: С®С-+С есть морфизм категории ф, 
подчиняющийся аксиоме Mon 1 (4), выражающей ассоциативность умно-
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жения т. Роль колец с единицей играют так называемые моноиды в $ 
(см О). Если х/- есть ^-категория и то моноидом будет тройка
End (Л) = (.я? (4, А),]л, сААА).

Для рассматриваемого семейства Si через Mon(Si) обозначим класс всех 
моноидов в категориях Яаа, а^Л.

Теоретико-кольцевые понятия унитарного модуля, бимодуля могут 
быть сформулированы так, что в формулировках не будет использоваться 
понятие элемента кольца или модуля (см., например, определение моду­
лей над градуированным кольцом в (2)). Такой подход позволяет ввести 
для всех моноидов <ё>, ,®еМоп(Ж) понятия левого (правого) F-полигона, 
F—^-биполигона, являющиеся обобщениями классических понятий. Мож­
но ввести понятие гомоморфизма .25-биполигонов. Тем самым мы по­
лучим категорию 9i^ <ё>—.25-биполигонов.

3 ДАН. т. 218, № 1

Теорема 1. Пусть |а, — замкнутое семейство категорий
с инволюцией, каждая категория есть категория с ядрами и коядрами.

Тогда для всех моноидов , 2D, ^eMon(9i) можно так определить 
функторы — (х) —: Sig»х —>Sig^, [—, — ]: гКЛ’и X Si&g —>?4s>g,
что семейство категорий | Ч&2Т) GE Mon (9i)} будет замкнутым.
sMon(S(X>)}, где S(x) — семейство категорий, построенное в примере 1.

В частности, мы получаем замкнутое семейство {Sg^F, 2D&
Как показано в § 3 работы (’), каждый монопд в SL’xtz можно отож­

дествить с S-категорией, множеством объектов которой является множест­
во U. Для моноида Т2 в Strxu через g>S обозначим категорию F—^-биполи- 
гонов, где J£=(Z, lz, rz), a Z — нейтральный объект в S=£ll)X<lJ, х^Х.

Можно показать, что категория g>S эквивалентна категории контрвари­
антных S-функторов из в S. Поэтому теорема 1 может быть применена 
для изучения S-категорий и категорий S-функторов. На этом пути полу­
чается

Теорема 2. Пусть £—Х-полная замкнутая симметричная категория, 
%?, 2D — моноиды в SUXD и SFXv соответственно (U, T’eJ?(X)), gS-’-^S;
®: ■aS-’-g-S—^-функторы.

Тогда для того, чтобы существовало ^.-сопряжение a: S(S—) @), необ­
ходимо и достаточно, чтобы существовал ЗЭ-Ф-биполигон Л и ^-естест­
венные изоморфизмы ср: ^-^-Л® —, ф: (3->-[Л, —].

Каждый левый ^-полигон Л можно рассматривать для подходящего 
V^£(X) как <ё‘—<2>у-биполигон, где <25v=(Zv, lzr, rZr), а ^ — нейтраль­
ный объект в моноидальной категории Svxy. Поэтому функторы — ® —, 

] определены не только для биполигонов, но и для левых поли­
гонов.

Рассмотрим моноид в Zuxu и левый F-полпгон Л. Назовем Л обра­
зующим ^-полигоном, если для всех JT из ObgS морфизм 
Л®\Л, левых ^-полигонов является предельным эпиморфизмом,
т. е. из равенства х^ог=0А, где А, — мономорфизм, следует, что Т — изо­
морфизм.

Моноид F можно рассматривать как F-биполигон, причем F будет 
нейтральным объектом в категории S^ F—F-биполигонов. Рассмотрим 
морфизм т„и=Щим: \Л, Л}, где

Ом = g,j м (Х.м& ® 1.и) -1м'- -М ® ([. F] ® .//)—> .М-.

Левый F-полигон Л назовем ядерным, если морфизм хм является изо­
морфизмом.

Два моноида F, 2D в Zuxv, Syxv соответственно назовем Морита-экви- 
валентными, если S-категории gS и ^S S-эквивалентны. Описание Мо- 
рита-эквивалентных моноидов дает

Теорема 3. Пусть категория S и моноиды F, 2D удовлетворяют пред­
положениям теоремы 2.

Тогда для того, чтобы моноиды , 2D были Морита-эквивалентны, не- 3

33



обходимо и достаточно, чтобы моноид ЗУ был изоморфен моноиду End (./#) 
для подходящего ядерного образующего левого ^-полигона Л.

Из этой теоремы следуют результаты работ (3_7) о Морита-эквивалент- 
ности колец, полугрупп, малых и аддитивных малых категорий.

Далее будем предполагать, что рассматриваемая категория X полна и 
удовлетворяет следующим аксиомам:

ВС1. 5 является бикатегорией (5, 6, Ш?), где @ — класс предельных эпи­
морфизмов, а — класс мономорфизмов.

ВС2.
Из полноты категории $ вытекает существование в £ левого нуля 0. 

Морфизм <р: P^Q категории X назовем нулевым, если ф=ф1ф2, где ф2е 
е77£(0, Q). Будем предполагать, что S удовлетворяет аксиомам:

N01. Если ф: P-^Q — ненулевой морфизм категории £, то существуют 
такие морфизмы ф,, ф>: Z-+P, что ф1ф^Ч|:2ф.

N02. Z является допустимым проективным объектом бикатегории 
(£, <S, И).

Пусть 5? — кольцо в £. Очевидно определение (левого, правого) идеала 
кольца 91. минимального одностороннего идеала кольца 91. Кольцо 91= 
= (Н. пг) назовем простым, если оно не имеет нетрпвпальпых идеалов, и 
вполне простым, если оно просто, m — ненулевой морфизм и 91 содержит 
минимальные левый и правый идеалы.

По аналогпп с и. 1.5 работы (*) на множестве HZ(Z. R) можно ввести 
структуру полугруппы. Построенную полугруппу будем обозначать через 
Sg(*?)‘. ‘

Монопд 2)в 5 назовем телом, если 3) не содержит нетривиальных ле­
вых идеалов. Это эквивалентно тому, что множество ненулевых элементов 
полугруппы Sg (.0) является группой.

Справедлива
Теорема 4. Пусть $ — полная замкнутая симметричная категория, 

удовлетворяющая аксиомам ВС1, ВС2, N01, N02.
Моноид 9? в £ вполне прост тогда и только тогда, когда моноид Т? 

Морита-эквивалентен подходящему телу в Z.
Для того чтобы получить описание вполне простого кольца 5? в 3~, мы 

для каждого идемпотента / полугруппы Sg (5?) вводим в рассмотрение 
правый идеал /5? кольца .5?. Через if будем обозначать вложение С'. 
f9l-+9l.

Следующее утверждение является аналогом теоремы плотности.
Теорема 5. Пусть категория £ удовлетворяет предположениям теоре­

мы б;, Я — вполне простое кольцо в £.
Тогда существуют такие тело Ф в Z, левый ЗУ-полигон Л, левые 

ЗУ-полигоны Л] и мономорфизмы Лf-*Л для каждого идемпотента f
полугруппы Sg(5?), морфизм у: 3!->-End (Л) колец, что морфизм 

1,м1: 191-+[Л], Л] является изоморфизмом для каждого идемпотен­
та f полугруппы Sg (5?).

Отсюда легко выводится известная теорема Джекобсона о строении 
простых колец с минимальным односторонним идеалом. Можно указать 
описание вполне простых колец, из которого будет следовать теорема Риса 
об описании в поле 0-простых полугрупп.
Московский государственный университет Поступило
им. М. В. Ломоносова 22 1 1974
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