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МЕРЫ НА ТОПОЛОГИЧЕСКИХ АЛГЕБРАХ БУЛЯ

В работе рассматриваются меры и внешние меры на топологических 
булевых алгебрах. Основной результат: на любой топологической булевой 
алгебре V счетного типа существует мера, относительно которой все дру­
гие меры, заданные на V, абсолютно непрерывны. Мы используем терми­
нологию и обозначения из (*, 2).

1. Топологические алгебры Буля. Пусть V — произвольная 
структурно полная булевая алгебра, 0 — нулевой элемент в V п т — неко­
торая Г1-топологпя в ней. Пару (V, т) будем называть топологической 
булевой алгеброй, если выполнены следующие условия:

А1. Операция eVg непрерывна по совокупности переменных е, geV.
А2. Элемент Се непрерывно зависит от е.
АЗ. Если М — такое подмножество булевой алгебры V, что ДЛ/=0 и 

И — произвольная окрестность нуля в (V, т), то существует такой конеч-
k

ный набор е,, ..., ек элементов множества М, что Д e^U.
2=1

Будем говорить, что сеть {еДаеА0^, где А — некоторое направление, 
(о)-сходится к элементу е из V, если существуют сети {аа}аеА, {М«ел, 
а«, удовлетворяющие при любом а^А неравенству аа^еа^Ьа, при­
чем {аа} возрастает, убывает и sup aa=inf Ъ^=е. Нетрудно видеть,

ае А ае А

что условие АЗ в определении топологической булевой алгебры эквива­
лентно следующему:

АЗ'. Если сеть {еа}аеАс¥, убывая, (о)-сходится к нулю, то {еа}а<=А 
сходится к нулю в топологии т.

Окрестность нуля U в булевой алгебре (V, т) называется заполнен­
ной, если из соотношений e^g^U вытекает ее £7.

Теорема 1. Во всякой топологической булевой алгебре существует 
базис заполненных окрестностей нуля.

В определении топологической булевой алгебры в работе (2), помимо 
условий А1—АЗ, требовалось существование базиса заполненных окрест­
ностей нуля, что, как показывает предыдущая теорема, излишне.

Заметим также, что на всякой топологической булевой алгебре сущест­
вует единственная топология, наделяющая ее структурой топологической 
булевой алгебры (3).

2. Меры на топологических булевых алгебрах. Непре­
рывной внешней мерой на булевой алгебре V будем называть неотрица­
тельную действительную функцию т, заданную на V, удовлетворяющую 
следующим условиям:

Ml. m(e)^m(g) при e^g; e,g<^V.
М2. т(е\/ g)^m(e)+m(g) при всех е, geV.
М3. Если есть {ea}asA (о)-сходится к элементу е, то {m(ea)}asA схо­

дится к т(е).
Непрерывную внешнюю меру, удовлетворяющую условию аддитивности 
М4. m(eVg') =m(e)+m(g) при eДg=0; е, geV,

будем называть мерой.
Нетрудно заметить, что из условия М4 вытекают Ml и М2. Если из 

m(e)=0, eeV следует е=0, то мера т называется строго положительной. 
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Мера т, называется абсолютно непрерывной относительно меры т2, если 
для всякого ее V, для которого пг2 (е) =0, вытекает тщ (е) =0.

Булева алгебра называется алгеброй счетного типа, если в ней не су­
ществует более чем счетного числа попарно дизъюнктных элементов (4).

Теорема 2. На всякой топологической булевой алгебре V счетного 
типа существует мера, относительно которой все другие меры, заданные на 
V, абсолютно непрерывны.

Из теоремы 2 и возможности разложения топологической булевой ал­
гебры на компоненты счетного типа (4) следует

Теорема 3. Всякая топологическая булева алгебра V представима в 
виде тихоновского произведения V = V0Xn V,-, где V,-, i^I,— булевы алгеб- iel 
ры, на которых существуют строго положительные меры, а V 0 — топологи­
ческая булева алгебра, на которой существует только тривиальная (тож­
дественно равная нулю) мера.

Насколько известно авторам, вопрос о существовании топологической 
булевой алгебры, на которой можно определить только тривиальную меру, 
остается открытым (ср. (5,6)).

Отметим, что в основе доказательства теоремы 2 лежит следующее
Предложение 1. Если на топологической булевой алгебре V 

счетного типа существует строго положительная мера со значениями в 
тихоновском полуполе R& *,  то на V существует строго положительная чис­
ловая мера.

3. Гильбертово пространство, ассоциированное с 
полуполем. Приведенное ниже определение гильбертова пространства, 
ассоциированного с полуполем, обобщает конструкцию Макки (С), 
стр. 160).

Пусть Е — произвольное полуполе и V — булева алгебра его идемпо­
тентов; 0 — нулевой элемент, а 1 — единица в Е. Рассмотрим множество Н 
всевозможных пар (m, f), где т — мера на V,f^E, |/|=1—ет, а ет= 
— \/{е: eeV, те=0}. Через т0 обозначим тривиальную меру на V. Вве­
дем в Н операции сложения, умножения на действительное число и ска­
лярного произведения следующим образом:

а) (т,, fi) + (m2, fz) = (m, f), где

р т/ dm, dm2
в) ((m„f,), (m,,/2)) = /,/2 / —----- -—dm3-

(1т,\ СЬТП>з

здесь т3 — любая мера па V, относительно которой тл и т2 абсолютно не­
прерывны.

Предложение 2. Множество Н относительно введенных опера­
ций является гильбертовым пространством.

Определенное таким образом гильбертово пространство Н будем назы­
вать ассоциированным с полуполем Е. Будем говорить, что мера тп, задан­
ная на булевой алгебре V, имеет счетный базис, если существует такая 
счетная система Af={e„}eV, п=1, 2, ..., что для любых eeV и е>0 суще-

Определение меры со значениями в полуполе Л4 см. (3). 
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ствует элемент еп^М такой, что пг(еЛе„) <е, где еЛе„ — симметрическая 
разность идемпотентов е и еп.

Теорема 4. Пусть Е — полуполе, V — булева алгебра его идемпотен­
тов и Н — гильбертово пространство, ассоциированное с Е. Тогда следую­
щие два условия эквивалентны:

1) Н сепарабельно-,
2) на V существует мера со счетным базисом, относительно которой 

все другие ме.ры, заданные на V, абсолютно непрерывны.
4. Внешние меры на топологических булевых алгеб­

рах. Полуполе Е будем называть полуполем счетного типа, если в нем 
не существует более чем счетного числа попарно дизъюнктных элементов 
(ср. (8), стр. 173). Пусть Е — топологическое полуполе счетного типа с то­
пологией t * и V — булева алгебра идемпотентов в Е. Топология t индуци­
рует на V топологию т. причем (V, т) является топологической булевой 
алгеброй счетного типа. Тогда, как показали Т. А. Сарымсаков и А. Исла­
мов (9), па V существует строго положительная непрерывная внешпяя 
мера тп. Будем говорить, что последовательность элементов {ж„} из Е схо-

* Как известно (3), в Е существует единственная топология, наделяющая Е 
структурой топологического полуполя.

тп
дится по мере к элемент],- х^Е (zn->x), если для любого е>0 

lim7n(V{e: eeV, |xn—z| е>ее}) =0.
П-*-С©

Если же для любого е>0
lim V : eeV, \хк—х\е>ге}) =0, 

n —> oo k^n
п.в. 

то последовательность {xn} назовем сходящейся почти всюду (х^ -*  х)..
тп п.в.

Очевидно, что хп-*~х  (хп -*■  х) в том и только в том случае, когда 
тп п.в.

х\-*0(  [хп—х\ -*0).  Подмножество М^-Е называется ограниченным, 
если существует элемент х^Е такой, что | а | для всякого а^М. После-

to) 
довательность {%■„}—Е назовем (о)-сходящейся к элементу х^Е (хп-*~х),  
если множество {хп, п=1, 2,...} ограничено и

sup inf Xk=x= inf sup Xi,.
l^n<OO fe.^71 ls^n<oo

Предложение 3. Пусть E — топологическое полуполе счетного 
типа, тогда:

тп
1) для того чтобы хп~*х,  необходимо и достаточно, чтобы последова-. 

телъностъ {х„} сходилась к элементу х в топологии t полу поля Е‘,

2) если хп -*■  х, то хп-+х. Обратно, если хп-+х, то существует подпосле-
П.В.

довательность {жПЙ}, k=i, 2,..., такая, что хп к~+х.
3) последовательность {^п} (о)-сходится к элементу х в том и только

П.В.

в том случае, когда хп-+х и множество {хп, n=i, 2, ...} ограничено.
Из п. 3 предложения 3 следует, что в произвольном полуполе счетного 

типа из сходимости последовательности почти всюду не следует, вообще 
говоря, ее (о)-сходимость. Ниже приводятся условия, когда эти два вида 
сходимостей совпадают. Полуполе Е будем называть универсальным, если 
всякое его подмножество попарно дизъюнктных элементов ограничено.
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Предложение 4. Если Е — универсальное полуполе счетного типа, 
то всякая последовательность элементов из Е, сходящаяся почти всюду, 
ограничена.

Отсюда и из п. 3 предложения 3 следует
Теорема 5. Для того чтобы в полуполе Е сходимость последователь­

ностей почти всюду совпадала с (о)-сходимостью, необходимо и достаточ­
но, чтобы Е было универсальным.

Подмножество А<=Е назовем (п.в.)-замкнутым ((os)-замкнутым), если
п.в. (0)

для каждой последовательности {а:п}, хп^А, такой, что хп->~х (жп->я:) вы­
текает х^А. Множество всех (п.в.)-замкнутых ((os)-замкнутых) подмно­
жеств определяет в Е топологию, которую будем называть (п.в.)-тополо­
гией ((os)-топологией). Нетрудно показать, что (п.в.)-топология ((os)-то­
пология) является сильнейшей из топологий, для которых сходимость 
последовательности почти всюду ((о)-сходимость) влечет ее топологиче­
скую сходимость.

Предложение 5. Во всяком полуполе счетного типа (п.в.)-тополо­
гия и топология t совпадают.

Отметим, что (os)-топология в произвольном полуполе, вообще говоря, 
не совпадает с топологией t. Так, например, если Е — полуполе всех огра­
ниченных числовых последовательностей, то (os)-топология в нем сущест­
венно сильнее топологии t. В то же время справедлива

Теорема 6. Во всяком универсальном полуполе счетного типа (п.в.)- 
топология, (os)-топология и топология t совпадают.

Ташкентский государственный университет Поступило
им. В. И. Ленина 20 V 1974
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