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Замкнутое множество называется корректным, если оно есть множество 
типа GB; открытое — если оно есть F„. Очевидно, корректные открытые 
множества являются дополнениями к корректным замкнутым, и наоборот. 
В работе доказывается следующая

Теорема. Для всякого п^2 существует n-мерный бикомпакт Zn, в 
котором пет канонических корректных собственных подмножеств.

Замечание 1. Существует и одномерный бикомпакт с таким же 
свойством, но размеры статьи не позволяют дать доказательство этого 
факта.

Замечание 2. С задачей Фринк о том, всякое ли бикомпактное рас­
ширение имеет волмэновский тип (см. О), тесно связана задача о том, во 
всяком ли бикомпакте существует база-кольцо * из канонически замкнутых 
множеств. Насколько известно автору, бикомпакт Z„ является первым при­
мером бикомпакта, в котором нет базы-кольца из канонически замкнутых 
Go-множеств.

* База, которая вместе с любыми двумя элементами содержит их пересечение 
и объединение.
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Лемма 1. Пусть X — бикомпакт, V — его собственное канонически 
открытое подмножество и п — произвольное натуральное число. Пусть, кро­
ме того, граница множества V, содержит точку ха, характер бикомпакта X 
в которой счетен.

Тогда существует такой бикомпакт У=У(Х, ха, У) и такая неприводи­
мая проекция л: У->Х что:

1) множество л_,У не канонически открыто,
2) для всякой точки х^Х, х^х0, прообраз л~1х состоит из одной точки-,
3) л_1х0«<2п.
Доказательство. Поскольку жаеГр V и % (.r0, X) = К 0, существует 

такая последовательность С={ут}, сходящаяся к точке ха, что утеУ для 
всякого пг. Пусть D=X\ (EJJ {ж0}) и {z0, zt,..., zm,...} — счетное плот­
ное в Q” множество. Положим jD=za и fym=zm, m=l, 2,... Очевидно, что 
отображение /: C{}D-+Qn непрерывно.

Поскольку х(ж0, Х) = К0, пространство Х\{х0} нормально как Хо-под- 
множес.тво в нормальном пространстве X. По теореме Урысона отображе­
ние / можно продолжить до непрерывного отображения g: Х\{х0} ~+Qn. 
Положим теперь Y=B{X, Ух, hx} (см. (’)), где Y^Q" и h^=g, Yx={x} 
и hx: Х\ {х} {х} — постоянное отображение при х=Ах0. Проекция
л: У->Х, определенная равенствами л_1г=У„ удовлетворяет свойствам 2) 
и 3) леммы 1 (см. (5)). Легко показать, что л~‘д:ос=[л_*У]  и всякая точка 
гедЛо, z^Zo, является внутренней точкой множества [л_1У]. Отсюда сле­
дует, что отображение л неприводимо, а множество л_1У не каноническое. 
Лемма 1 доказана.



Лемма 2. Пусть дано произвольное натуральное число п^2.
Тогда существует такой непрерывный*  спектр 5={Ха, 3 а<ы(с),

* Вполне упорядоченный спектр S=5v={Xa, &aa'}, a<Y< называется непрерыв­
ным, если для всякого предельного р<у имеем Xp=limSp, где 
«<р л гм= iimaaa/.a'<S

** Отображение <рх5 определено, поскольку по предположению индукции биком­
пакт Xj сепарабелен, б=рг^“‘(а) <а.
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бикомпактов и неприводимых отображений, что-.

_ для всякого а<со(с) отображение З^1 имеет только один нетриви- 
алъный прообраз, гомеоморфный Qn.

3) для всякого а<<о(с) и всякого канонически открытого собственного 
подмножества V<=Xa существует такое а’>а, что множество (За“')_1У 
не является канонически открытым.

Доказательство. Пусть Z — произвольный сепарабельный би­
компакт. Тогда множество всех канонически открытых подмножеств Z 
имеет мощность =СС.

Обозначим через ср2 взаимно однозначное отображение множества соб­
ственных непустых канонически открытых подмножеств бикомпакта Z 
в множество 21= [0, со (с)) порядковых чисел, меньших со (с). Для дальней­
шего нам потребуется еще такая биекция %: 21X21->21, что Л (a, р)>р. Нако­
нец, через pt обозначим проекцию множества 21X21 на г-й сомножитель, 
г=1, 2.

Спектр S построим методом трансфинитной индукции. Положим Xa—Qn 
и предположим, что для всех а<0, где ф<со(с), построены такие сепа­
рабельные бикомпакты Ха и неприводимые проекции За“' : 
образующие непрерывный спектр что выполнены следующие свой­
ства:

2р) для всякого трансфинита а при а+1<р отображение 3^+1 имеет 
один нетривиальный прообраз, гомеоморфный Qn;

ЗД для всякого порядкового числа а при a+l<(J существует такое 
а'>б=р2А,_1(а), а'<р, что множество (3 6K')_i<pxs7 **,  где y=PiX~l (а), не 
является канонически открытым.

Заметим, что свойства 21) и 3J выполнены автоматически, ввиду от­
сутствия порядковых чисел а с а+1<1. Построим теперь сепарабельный 
бикомпакт Xg, и проекции 8 a₽: Х^Хъ. так, чтобы выполнялись свойст­
ва 2р+1 и Зр+1. Пусть сначала р есть предельное число. Положим тогда 
X&=lim 5(5 и 3 <?=lini 3 а“', Проекции За₽ неприводимы, как пределы не­

а

приводимых отображений. Спектр 5₽+1={Х«; Заа’}, а<£+1, непрерывен 
по определению пространства X? и проекций

Бикомпакт X? сепарабелен как неприводимый прообраз сепарабельного 
бикомпакта Ха при любом а<р. Свойство 2^+1) выполнено автоматически, 
поскольку из а+1<р+1 вытекает, что а+1<р. По этой же причине из ЗД 
следует 3Р+1).

Пусть теперь ,В=(р—1)+1. Рассмотрим порядковое число б=р2Х“*(р —1). 
По свойству биекции Л имеем 1.

Положим V = ([(Bg-1)-1 fpxvay]>, где у=рЛ_1(р—1). Тогда V есть собст­
венное канонически открытое подмножество бикомпакта Xf—t. В самом де­
ле, при V=Xp_l множество как образ всюду плотного в пространст­
ве Х₽_! множества (35_1)_1<PxsT, было бы всюду плотно в А’6. Но это проти­
воречит тому, что в силу определения отображения фх5, множество фл-5"'1 
является собственным канонически открытым подмножеством бикомпак­
та Х6.
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Тогда и множество Уо=( Зр 1 )+7 является собственным канонически 
открытым подмножеством пространства Х0=(?п и [Vo]—Зо 1 [У] (см. (‘)). 
Поэтому множество Ф=Гр Уо является перегородкой в Qn. Поскольку куб 
Qn является n-мерным канторовым многообразием, dim Ф^и—1>1. Поэто­
му компакт Ф несчетен и, следовательно, имеет мощность континуума. 
Обозначим через А множество всех точек из Хо, прообразы которых отно­

сительно отображения 'V неодноточечны. В силу непрерывности спект­
ра S? и свойства 2?) мощность множества А строго меньше, чем с. Поэтому 
в компакте Ф существует точка у0, являющаяся точкой взаимной однознач­
ности отображения *.  Тогда в точке т:0=(3Ро1 )~1у0 характер би­

* Это замечание, упрощающее первоначальное рассуждение автора, принадле­
жит В. Ульянову.

компакта счетен и жоеГр V.
Положим теперь X=X?_i. Мы находимся в условиях леммы 1. Биком­

пакт Y=Y(X, У) обозначим через Х'р, а проекцию л — через 3p_i- 
Положим, наконец За" = 3^'?13p-i для а"^$—1 и S₽+i={Xe, 3 аа’}, 
а<^+1. Спектр очевидно, непрерывен, а его проекции неприводимы. 
Сепарабельность бикомпакта Хр вытекает из сепарабельности Xp_t и не­
приводимости отображения a>p-i ■ Свойство 2₽+1) вытекает из свойств 2) и 
3) проекции л (лемма 1) и свойства 2р).

Проверим свойство Зр+1). В силу Зр), его надо проверять лишь для 
а=р—1. Положим a'=p<[J+l. Тогда по свойству биекции л имеем 
б=р2А-1 ([}—1) 1<ф=а'. Осталось показать, что множество
£7=(3 У) _1фл8_‘у не является канонически открытым. Предположим, что 
это не так. Тогда канонически открыто множество (3|_г) *U  = (З3-1)-1 Фх5у- 
Поэтому (З^1)-^? ~ V и U — (Sp-j)-1, Но это противоречит свойству 1) 

проекции л= .
Итак, методом трансфинитной индукции строится такой непрерывный 

спектр 5B(t)=S из бикомпактов и неприводимых отображений, что X0—Qn 
и выполнены свойства 2М{С)) и Зш(С)). Свойство 2м(С)), очевидно, совпа­
дает со свойством 2), проверяемым в лемме 2. Покажем, что спектр S удов­
летворяет свойству 3). Пусть а<<в(с) и V — произвольное собственное ка­
нонически открытое подмножество бикомпакта Х«. Положим а"=л(фхаУ, 
а). Тогда (а/?) —а. Применим свойство Зи(с>) к порядковому числу а''. 
Существует такое а>р2к~1 (а") =а, что множество (3“ )_1срха¥’ где 
7=Р1А,-1 (а") =фХ(ХУ, не является канонически открытым. Теперь осталось 

заметить только, что ф~‘ у=фх_1фх V=V.

Лемма 2 доказана.
Доказательство теоремы. В качестве бикомпакта Zn возь­

мем предел спектра S из леммы 2. Покажем, что dimZ„=re. Заметим сна­
чала, что элементы Ха спектра S не более чем /г-мерны. Это проверяется 
трансфинитной индукцией. На предельных трансфинитах используется не­
прерывность спектра S, на непредельных — свойство 2) спектра S и теоре­
ма Даукера о размерности объединения замкнутого и открытого подпрост­
ранств (см. (2)). Поэтому для бикомпакта Zn=limS имеем dimZn<n. 
Теперь заметим, что для всякого а<<о(с) проекция й 1 спектра 5 обла­
дает тем свойством, что прообразы всех точек ацикличны во всех размер­
ностях. Поэтому, применяя теорему Вьеториса — Бегла — Склярен­
ко (см. (5)) и непрерывность когомологий при переходе к пределу обрат­
ного спектра, методом трансфинитной индукции несложно показать, что 
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dim cZ„^n для всякой нетривиальное™ абелевой группы G, тем более 
dim Z„>n и dim Z„—n.

Покажем теперь, что в Zn нет собственных корректных канонических 
множеств. Предположим, что это не так. Тогда существует такое канони­
чески открытое подмножество V<=Zn, <fr£V^Zn, что P=UFi, где Ft замкну­
ты в Zn. Положим O=Zn\y. Тогда ФЛ^=0 для всех г=1, 2,... Через 
За : Zn-+Xa обозначим предельную проекцию спектра S. Для всякого нату­
рального i существует такое число а;<ю(с), что За.Ф 3a.Fi = ф (см. (!), 
прибавление к гл. 1, § 1, предложение 10). Положим P=sup а,- Поскольку 
cf с> К о, имеем р<&)(с). Тогда 3₽ФЛ 3 ^\=ф для всякого г=1, 2,... , п сле­

довательно , ЗрфЛ (U 3 pfj) —ф. Но [J 3pF{ = SfpljFj = SpV. Итак, 3РФЛ 

3₽V=$zi.
Поскольку OUTZ=Z„, отсюда получаем равенства Sf*3 p®=® 

и 3₽_13РП=У. Положим U— 3РУ=3Р*У.  Теперь заметим, что отображе­
ние 3 р неприводимо. Поэтому множество U— 3 V канонически откры­
то (см. (4)). Согласно лемме 2 существует такое а>В, что множество 
W=( 3pa)_it7 не является канонически открытым. Но У=8Р“1С>'= 
= (3p“3a)-*t7=  3a-‘(3^)-W, т. е. 7=3a-’W или W=Sa*V.  Поэтому, 

как и выше, из неприводимости 3 а следует, что множество W канонически 
открыто. Полученное противоречие и доказывает теорему.
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