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1. Обширный круг исследований по теории случайных процессов посвя­
щен задаче: не меняя копечпомерных распределений вероятностного про­
цесса .г(, построить процесс с определенными свойствами регулярности 
траекторий. Соответствующая теория сложна и ее трудно применять к 
свойствам, которые нужнее всего для изучения марковских процессов 
(строгая марковость, стандартность и т. п.).

Быть может, полезно изменить постановку задачи. При любом экспе­
рименте наблюдается не состояние xt в фиксированный момент t, а собы­
тия, занимающие определенный промежуток времени. Это обстоятельство 
нашло отражение в теории обобщенных случайных процессов Гельфанда — 
Ито. Еще более общая концепция стохастического процесса как системы 
о-алгебр ^~(7), находящихся в соответствии с промежутками времени У, 
была предложена в 1972 г. А. Н. Колмогоровым. Развивая его подход, 
мы введем понятие марковского представления xt стохастической системы 
£7" (7) и докажем существование регулярных представлений. Строятся два 
дуальных регулярных представления (правое и левое), которые затем 
объединяются в один марковский процесс двумя способами: «вертикаль­
ным» и «горизонтальным». Мы приходим к общей теории двойственности, 
в рамках которой находят естественное место основные результаты о про­
странствах входов и выходов, эксцссспвпых мерах и функциях, аддитивных 
функционалах и др. Первые шаги к построению такой теории были сдела­
ны в (’). Приложениям к аддитивным фупкниопалам посвящена за­
метка (2).

2. Пусть задапы вероятностное пространство (Q. 3~. Р) и числовой ин­
тервал Т= (а, [3). Пусть каждому открытому интервалу J=T сопоставлена 
о-алгебра (7). Мы назовем (7) стохастической системой, 
если:

A) 5г(71)^^(72) приД^Л.
Б) Если 7,,17, то £Г(7) порождается о-алгебрамп ЕГ(7„).
B) Пусть 7„17 п пусть Рп — вероятностная мера па ^"(7„), причем 

Р„(A)=P„_i(А) при AeF(7n_i). Тогда существует мера Р„ на £Г(7), 
совпадающая с Рл на £Д(7„), п=1, 2,...

Укажем важный способ построения таких систем. Пусть каждому t^T 
сопоставлено борелевское измеримое пространство Et п каждому конеч­
ному набору U, . . . , tn сопоставлепа вероятпостная мера тть,,..., tn в простран­
стве Ef,X . . . ^Et,,. При обычных условиях согласованности этих мер по 
ним строится вероятностная мера Р в пространстве Q всех функций 
©(f) t^T. Пусть £Д(7) — о-алгебра в пространстве Q, порожденная 
отображениями (©)=©(<) при Набор 3~(J) представляет собой сто­
хастическую систему.

3. Под случайным процессом мы будем понимать набор изме­
римых отображений xt(a), t^T, вероятностного пространства (Q, Р) 
в борелевские измеримые пространства Et. Случайный процесс xt назовем 
марковским, представлением стохастической системы £7” (7), 
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если при t^J отображение xt измеримо относительно ST и Р{£т] |х(} = 
=Р{||ж(}Р{т1к(} (п.н. Р) для любых t^T, £е=#"<(=#-(«, t), 
=&~{t, р). (Запись i^-SP означает, что ^ — неотрицательная ^"-измеримая 
функция; Pi, означает интеграл £ по мере Р.)

Обозначим через (s, f] о-алгебру, порожденную 5^"(s, t) и xt, и поло­
жим (a, £]. Пусть каждым t^-T, х^Е, сопоставлена вероятностная
мера Pt, х на &~>t, причем:

а) Р„, х£ц=Рз ДР(, Щ] при s<t^T, t],
б) Р^=Р^Р(,х(Т1 при t^T, <(, х]^ЗГ>t.
Тогда будем говорить, что Pf,х — переходные вероятности xt 

или что (xt, Р(, х) — правое марковское представление^ (У). 
Мы будем рассматривать также левые марковские представления 
(х,, Р' х) (копереходные вероятности Р‘ х определены на о-алгебре 
и двухсторонние марковские представления (xt, Pt, х, Р'’ *).

Скажем, что правое представление (ж(, Р(, х) разделяет состо я- 
н и я, если Pt, х^Рв, у при хХу. Будем говорить, что вероятностная мера Р', 
заданная на 5^>s, подчинена (ж(, Р(, х) и будем писать Р'еК8(а:г, Pi, х), 
если Р/т1=Р/Рг,х1ц при всех ie(s, fl), Представление (xf, Pf, х)
подчинено (xt, Р(, х), если каждая мера Pt, х подчинена (xt, Рг, х), т.е. при. 
любых s<t^T, Р8, хР,, «eT]=Ps, хЦ. Два правых представления
(xt, Pt, х) и (х(, Р(, ж) назовем эквивалентными, если найдутся 
P-достоверное событие £У, измеримые множества Et'^Et, Et'^Ei и изомор­
физм у: Et'^>-Ef такие, что Р(, Х=Р(, Т(Ж) при x^-Et и ж((со)еЕ'1/, ^[^(ы) ] = 
=Х;(со) при Все эти определения переносятся на левые и двухсто­
ронние представления.

4. Правое марковское представление (xt, Pf х) назовем регулярным,
если его можно продолжить на интервал [а, {3) так, чтобы при любых 
а<и<5. функция Р;, х'т] была непрерывна справа по t на [а, и)
п.н. Р. Назовем его вполне регулярным, если прп любых a^s<«<^,. 
P'eKJr. Р; х1. функция Р; х. ц непрерывна справа по t па [.■?, и)
п.н. Р . Используя методы ! •. можно доказать следующее утверждение..

Теорема 1. Д.:л кто-его.-;, правого марковского представления, 
(х;, Р: х) стохастической системы cPнайдется подчиненное ему правое 
вполне регулярное пре: отселение (.г-_. Р:_.х) разделяющее состояния и та­
кое, что х;_ измеримо относительно (t, и) при любом u>t. Всякое правое 
регулярное представление, подчиненное (xt, Р(, х) и разделяющее состоя­
ния, эквивалентно ty._, Р,_

Представление i.r_. Р_ .i мы назовем регуляризацией правого- 
представления (у, Р: х . Аналогично определяется и регуляризация левого 
представления.

Пусть ^”«4- — пересечение 5Г<11 по всем (Z, fl) и пусть К — объедине­
ние K,Crt, Pi, х) по всем js[a, ,3). Набор (xl+, tP<t+, К) является регуляр­
ным марковским классом в смысле (3) и, следовательно, обладает рядом 
важных свойств, доказанных в (3): строгая марковость, непрерывность 
справа эксцесспвных функций вдоль почти всех траекторий и др.

5. Не каждая стохастическая система имеет марковские представления. 
Даже если такое представленпе существует, оно может не обладать пере­
ходными вероятностями. Выделим важный класс процессов xt, для которых 
переходные и копереходпые вероятности обязательно существуют.

Назовем случайный процесс xt абсолютно непрерывным, если, 
любое его конечномерное распределение абсолютно непрерывно от­
носительно произведения т;,Х . . . Xmtn соответствующих одномерных рас­
пределений. Если Xi — марковское представление, достаточно потребовать,, 
чтобы это условие выполнялось при п=2.

Теорема 2. Если xt — абсолютно непрерывное марковское представ­
ление стохастической системы EP(J), то плотность p(s, х; t, у) меры mlt 
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относительно m1Xm- может быть выбрана так. чтобы при любых ?<КиеГ, 
х=Е„ р^Е.

| p)s,x: t,z)mt(dz)p(t,z\ u,y)=p(s,x: и, у)
J Ц,!

п при любых s<tsP. x<^Es, y^Et
J ?ns(dz)p(s, z; i,y)= J p(s,x; 1,г)лгДйг) = 1. (2)

С помощью этой плотности (мы назовем ее фундаментальной) можно 
построить переходные и копереходные вероятности xt по формулам

Y,tXT\=Pp(s, х-, t, xt)x\ при s<t^T, (3)
Pu’x£=P£p(t, xt; и, х) при t<u<=T, <t. (4)

6. Допустим, что стохастическая система 3~(J) имеет какое-нибудь 
абсолютно непрерывное марковское представление xt. По теореме 2 у нее- 
есть правое представление (xt, Р( х) и левое представление (ж(, Р'-х); обо­
значим их регуляризации через (xt+, Pi+, х) и (ж4_, Р‘~ *). Нетрудно пока­
зать, что Xt+ и Xt_ абсолютно непрерывны и их фундаментальные плотно­
сти p(s+, х\ t+, у) и p(s—, х; 1-, у) можно выбрать так, чтобы меры 
Р(+, х и Р‘~ х выражались формулами

Ps+, xT]=Pp(s+, х; t+, z(+)r], (5)
Р«-, ^=p^(£- Х{_- u_, Ж), (6)

По теореме 2 можно определить переходные вероятности xt_ 
ходные вероятности xt+ формулами

и копере-

ps-, xT)=Pp(s—, Х\ t—, Xt-)l\, a<s<lX), (7)
Р“+’Ч=Р£р(г+, xt+-, и+, х), (8)

Теорема 3. При надлежащем выборе фундаментальных плотностей 
(совместимом с формулами (5), (6)) вероятности Р„_, х, Р“+- *, определен­
ные формулами (7), (8), обладают следующими свойствами: для любых 
ограниченных ^SF<t, v\^SF>t функция Р“+- x“*g непрерывна справа по и 
на [£, р) п.н. Р, а функция Р8_,xs_T] непрерывна слева по s на (a, Z] п.н. Р.

7. Будем говорить, что двухстороннее представление (х;, Рг х, Р‘-х) 
регулярно (вполне регулярно), если регулярны (вполне регулярны) оба 
представления (xt, Р(, х) и (xt, Рг-Х). Функцию p(s, х: t, у) назовем фунда­
ментальной плотностью (xt, Р( х, Р(’ х), если выполняются соотношения 
(1)-(4).

Теорема 4. Если стохастическая система (J) имеет хотя бы одно 
абсолютно непрерывное марковское представление, то у нее есть вполне 
регулярное двухстороннее марковское представление (zt, Р(> z, P'-z), обла­
дающее фундаментальной плотностью и разделяющее состояния. Его мож­
но построить из представлений, описанных в п. 6 по формулам: zt=Xi~Xxt+, 
Pt, xxi/=Pt+, v, Р‘ хХ^=Р!_- х, ct<t<p, причем фундаментальная плотность 
определяется формулой

p(s, хХу; t, х'Ху') =Pp(s+, у; q+, xq+)p(r~, zr_; t_, x'), 
где q<r — любые точки интервала (s, t). Все разделяющие состояния регу­
лярные двухсторонние марковские представления стохастической системы 
ST (J) эквивалентны.

Мы предлагаем пазывать представление (zt, Pf, 2, Р'г) первым (или 
вертикальным) центральным представлением стохасти­
ческой системы ST (J).

8. Второе (горизонтальное) центральпое представ­
ление требует расщепления времени. Сопоставим две точки £— и /+ 
каждой точке t^T=(a, ^) и по одной точке сс+ и (3— концам а и {5. Упо­
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рядочим множество V всех этих точек, полагая t—<t+ и S3=<t± при s<t. 
Точки t— и t+ будем называть соседними. Будем обозначать через 
(щ, щ) множество точек v^V, удовлетворяющих неравенствам щ<н<1>2. 
Аналогично определяются [щ, и2) и (щ, и2].

Зададим отображение v^v множества V па [а, [}], полагая v—t при 
v=t±. Пусть (J) — стохастическая система на интервале Т=(а, р). 
Сопоставим каждой паре u<v^V о-алгебру ^(u, и) по следующему 
правилу: если и, и — не соседи, то v)=&~(u, v); если и, у — соседи,
то £?~(и, г) состоит из пустого множества и множества Q. Набор (и, v) 
удовлетворяет условиям А)—В) из п. 2 и его естественно назвать стохасти­
ческой системой с параметрическим множеством V. Определения марков­
ских представлений остаются без изменений, если параметрическим мно­
жеством является не Т, а V (или любое другое упорядоченное множество). 
Сохраняется и определение фундаментальной плотности р(и, х; v, у) 
с одной оговоркой: эта плотность должна быть определена только для песо- 
седних и, V.

Введем в V топологию, считая окрестностями точки t+ интервалы 
[i+, и), где u>t+, а окрестностями точки t— интервалы (н, t— ], где 
u<t—. Будем говорить, что двухстороннее представление (ад, Р„, ХР *) 
регулярно, если при любом u^V и любых ограниченных

функция Р„, х„г] непрерывна по к на [а+, и] п.н. Р, а функция 
Р Х’Г) непрерывна по v на [и, (3— ] п.н. Р.

Теорема 5. Пусть ST(J) — стохастическая система на интервале Т 
и ДГ (и, и) — соответствующая стохастическая система с параметрическим 
множеством V. Если обладает хотя бы одним абсолютно непрерывным
марковским представлением, то ЗГ(и, и) обладает регулярным двухсторон­
ним марковским представлением (zVi, Pv,x, Pv-X), имеющим фундаменталь­
ную плотность, разделяющим состояния и таким, что для P-почти всех со 
не более чем счетно множество {i: Р._ х^Р;-. з1_или xt-^--P‘+- »<♦}.

Представление (х,;, Р ,1’ ") можно построить, соединяя описанные в 
теореме 3 представления (х-.-, Р:_. Р'~-х) и (х(_, Р(_,«, Р|_ х). Фундамен­
тальная плотность р(и, х: I', у) получается, если рассмотреть функции 
p(s+. х', t+. у) и p(s—, х; t—, у) из теоремы 3 и положить

p{s+, х; t—, y)=Pp(s+, Х-, q+, xi+)p(r-, х,-; t-, у), 
p(s-, Х-, t+, y)=Pp(s-, X-, q—, Xq-)p(r+, X,.+; t+, y),

где q<r — произвольные числа из интервала (s, t). Этому представлению 
эквивалентны все регулярные двухсторонние марковские представления, 
разделяющие состояния.
Центральный экономико-математический институт Поступило
Академии наук СССР И II 1974
Москва
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