
Доклады Академии наук СССР
1974. Том 218, № 2

УДК 517.946 МАТЕМАТИКА

И. А. КИПРИЯНОВ, Л. н. ЛЯХОВ

ОБ ОДНОМ КЛАССЕ ПСЕВДО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 
ОПЕРАТОРОВ

(Представлено академиком С. М. Никольским 22 II 1974)

1. Пусть обозначает эвклидово пространство точек (х, у), где х= 
= (xt,. .., х„) и у>0. Обозначим через 5чет множество функций и(х, у), ко­
торые бесконечно дифференцируемы, четны по у и удовлетворяют оцен­
кам

'■'P.q.r
(l+W)'5 (1)

здесь рХ), <?Х) и гЭ=0 — произвольные целые числа, а Ср, q, г — постоянные, 
не зависящие от (х, у). Тогда, как известно, оператор Фурье — Бесселя ото­
бражает пространство взаимно однозначно самого в себя.

Для любого вещественного числа s определим норму ||и||,, ? по формуле

1Ы|Д= J (l+ISW)slw(M) Vt^dldt, (2)

где и — преобразование Фурье — Бесселя и.
Обозначим через Hs, у гильбертово пространство, полученное пополнени- 

ем StjQx по этой норме. Если S!>0>s2, то имеют место вложения

Н,„ .^Но, V

В пространстве Hs, v можно ввести норму

11Ы11827= V ||SXM,MIo,t, (3)

которая в силу соответствующего равенства Парсеваля эквивалентна преж­
ней норме,

Следуя Д. Д. Кону и Л. Ниренбергу (*) введем следующее
Определение. Будем говорить, что линейный оператор Z: ^т-^чет 

имеет порядок г, если для любого вещественного s найдется такая 
постоянная С,, что

liSMis, v=SCs||H||s+r, v (4)
ДЛЯ всех НЕ^чет.

Нижнюю грань всех таких порядков г оператора 3? назовем и с т и н- 
ным порядком S’.

Если оператор S’t имеет порядок г1; а оператор S’2 — порядок г2, то опе­
ратор S’1S?2 имеет порядок п+гг.

Если <р(£, £) — заданная функция от | и С четная по i, то, следуя Фрид- 
рихсу, будем обозначать через ср (S), S') операцию умножения преобразова­
ния Фурье — Бесселя функции и(х, у) на ср(£, I) с последующим примене­
нием обратного преобразования Фурье — Бесселя.
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Пусть i) |<C(l+|£|2+i2)a. Тогда оператор ср(3>,£) имеет поря­
док 2а. В частности, если носитель функции ф(£, t) компактен, то истин­
ный порядок ср (3), <%) будет равен —

2. Пусть а(х, у, g, t) есть бесконечно дифференцируемая функция, чет­
ная по у и t и определенная при всех (х, у) из Еи+1 и z-^0 (z= (g, I), t>0). 
Пусть, кроме того, она положительно однородна по z степени нуль. Допус­
тим, что на полусфере |z| =1 (^0) функция а(х, у, g, I) имеет предел 
a(°°; z), когда (х, у)—°°, и что а(х, у; z)—a(°°; z), как функция (ж, у), 
принадлежит 5^.т равномерно по z. Более того, мы будем предполагать, что 
то же самое верно для всех производных.

Такую функцию назовем символом.
Оператор а(х, у; 3), 98) =А определим следующим образом:

Ли(5Д) = (2л)-"/2С? J e~ixliv_41(ty)a(x,y,l„t)u(x,y)y2'/dxdy, (5)

*».l
т. е.

/\ X г-
f)=a(o°; z)u(z) + (2n) п/гС.; j 1\‘а'(£,—ц, т; z)u(r], т)т2?сй] dx,

где а'(х, у; g, t)=a(x, у, g, t)—a(°°; g, t), а'(ы, z) — преобразование 
Фурье — Бесселя функции а(х, у; г) по переменным (х, у).

Теорема 1. Оператор a(°°; 33, 98) действует из Н,,у в Н31У и огра­
ничен.

Теорема 2. Оператор А имеет порядок нуль.
С помощью символа а{х, у, t) можно построить и другой оператор. 

Положим по определению
/X г .

s£u(x, у) = (2п) "/2СТ J e,mi-l-4,(xy)a{x, у, ц, т)м(т], х) х2у dx dx\, (6)
+

или, что то же самое,

i)=a(°°; ёД)и(§Д) + (2л)_п/2Ст J т]10“(®)т2?йт(7)

X,
где ci) = (t], т), т>0.

Теорема 3. Оператор А—^Ф имеет порядок — 1.
3. Введем в рассмотрение функцию £(|, Z), £>0, которая бесконечно

дифференцируема, четна по t, равна единице при | В12+/2>1 и равна нулю 
при |g|2+i2<’/г■ Положим _______

UM)=4(M)(Vl£l2+*2)’, (8)
где о — вещественное число.

Соответствующий оператор обозначим через с>а(33, 98). Мы хотим теперь 
изучить произведения и коммутаторы операторов а(х, у, 3), 98) друг с дру­
гом, с дифференциальными операторами и операторами Sa(^, $)■ Однако 
определение (5) не вполне подходит для этой цели. Чтобы обойти эту труд­
ность, воспользуемся другим определением оператора А. Полагаем

/\
.4u(g, l,t)u(^,t) +

+ (2л) _"/2Cv J Tfa a-ц, t;§, t) и (ц, т) т2’ dx dx\. (9)

-En + i
Ясно, что операторы (5) и (9) различаются между собой на оператор 

порядка —о°. Через S’-» обозначим алгебру операторов истинного порядка 
— °о. Эта алгебра содержит операторы вида ip(3), 9?), где ф(^, t) — беско­
нечно дифференцируемая, четная по t функция с компактным носителем в 
полушаре 1112+£2’=С1, />0.
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Рассмотрим далее операторы, действующие из 5 чет В $чет И ЯВЛЯЮЩИвСЯ 
суммами операторов, истинные порядки которых убывают до — °°, и имею­
щие вид

А='сА,3>, $Г)аа(х, у, 3), Я), (10)

где а0(ж, у; 3), St) — оператор, определенный по формуле (9).
Оператор (10) будем называть каноническим степени о и каждому та­

кому оператору поставим в соответствие функцию
а (л?, у, I, t) = (Viё12+/2)°ffioU, у; I, t),

которую снова будем называть символом.
Пусть А и В — два канонических оператора степени соответственно о 

и X вида (10). Произведение А В запишется в виде
/\ с

ЛЯц(М) = (2л)-"/2С7 J Л'‘?и-т],т';ё,/)Х
В„\,ХВ„\,

ХГ/’/Дг]'—ц, т; т/, т')и(ц, т)т27т'27dp drdr\ dr'. (И)
С другой стороны, можно определить канонический оператор P0(mod З?-™) 
степени о+/. следующим образом:

/\ с
Рои&Р) = (2л)-”'гС/ J 7>Ш-П',т';и)Х

■En + iXE^.

XTATx'‘h(i]'—ц, т; т') и (ц, т)т27т'27 dr] dr dr\' dr'.

Пусть p — целое положительное число. С помощью формулы Тейлора — 
р-1 

Дельзарта разность АВ—Ре может быть представлена в виде АВ—^Р,=Т, 
г»0 

где Рг и Т(mod !?_„)—соответствующим образом определенные опера­
торы.

Теорема 4. Оператор Т имеет порядок, равный о+Х—р, где о — сте­
пень оператора А и Л — степень оператора В.

Таким образом, фактически получена формула для произведения опе­
раторов (mod .Зй.»)

со

лв=У рг.
т — 0

Имеет место и каноническое представление для коммутатора операторов 
А и В.
Воронежский государственный университет Поступило
им. Ленинского комсомола 21II1974
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