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В настоящей статье исследуется сходимость разностных схем, аппрокси­
мирующих осесимметричную задачу теории упругости. Доказано, что при 
достаточной гладкости исходного решения разностная схема сходится в 
равномерной метрике со скоростью О (fe2 In (1//г)).

Заметим, что в (‘) доказана сходимость разностных схем со скоростью 
О(/г2У1п (1/7г)) в метрике пространства 1Т2(1>.

1. Рассмотрим смешанную осесимметричную задачу теории упругости 
для круговой изотропной цилиндрической оболочки
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Г, G=GUT={0<r=SZ1, OsSz^Zj, u=G — прямоугольник c

= (n(1’, гг(2>) — вектор упругих перемещений, /с=г0+г, r0>0 — внутренний 
радиус оболочки, X, и — постоянные Ламе, характеризующие упругие свой­
ства материала, п — внутренняя нормаль к Г.

Будем предполагать, что точками пересечения Г4 и Г2 являются угловые 
точки.

Не ограничивая общности, рассмотрим задачу при Г2=Г2‘иГ22иГ23, где 
Г2‘={г=0, O^z^Zj, r2z={r=Z1, O^z^Zj, Г23={г=0, OCr^Zj, Г=Г,иГ2.

В дальнейшем ось г будем обозначать через xt, а ось z — через z2.
2. Введем равномерную по Xi, х2 сетку

СО —{(^0, ■£;,) — Z', Х;& tafia, G 0, 1, . . . , А7, ha Za/Xc;, CL 1, 2}.

Обозначим через (о={(жй, x^^G} множество внутренних узлов, 7 = со\<а — 
множество граничных узлов, у() — множество угловых точек у, принадлежа­
щих ГгХДГгПГД. Тогда y=y0U'Y1U'Y2, где 'у2={жеГ2}\{(Г2ПГ1)U
и^о}. Через со* обозначим множество узлов внутри области со и на 72иу0. т. е. 
(0* = (о\у,.
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Пусть Q — пространство сеточных вектор-функцпй, заданных на w и об­
ращающихся в нуль на уь

В Q введем скалярное произведение
2

(y,z) = ^J(y(a,,z('z)), 

а = 1

где

//=ад = (/гЛк.2,

Определим нормы

J hi
I h,/2,

ii^O, Ni, Гг _ ( h,, 
z\=0, Ni, ~ 1W2,

(3)

j2^o, 
i2=0.

Ilyl!=(y,y),/2, Hylic2 = V k(“’llc2, Hylic = max I у (ж) I. (4)
Xfc'w’

a=l

3. Для построения разностной схемы, аппроксимирующей задачу (1), 
(2), используем вариационный подход (см. (*, 2)). Получим разностную 
задачу

Ay=F(z), тещ’, y=g(rc), хещ,. (5)

В Q введем вспомогательный оператор

(6)

где
/ Ла

\ О

(Х = 1

Ух X •)
,J сс a ЛЛ, г2^А2 при а=1,
2/ (ЛаУ^а), ?2=АЛ'2,

— 2/ (feji/X, ), Ч—iVi, i2=£A2.'

Ra —

Оператор А разностной задачи (5) в Q самосопряжен и положительно 
определен. Из (2) следует, что для любой всктор-функции veO выполняет­
ся соотношение

сДЯу, v)C(Av, v)<c2(/?v, v), (7)
где Ci и с2 константы, не зависящие от v и h.

4. Оценим скорость сходимости разностной схемы. Для этого рассмот­
рим функцию z=y—и, где у — решение задачи (5), а и — решение задачи 
(1), (2). Для г получим задачу

где ф — погрешность аппроксимации разностной задачи (5) на решении за­
дачи (1), (2) (см. (3)).

Az=if (ж), z=0, жеу,, (8)

Лемма 1. Если решение задачи (1), (2) иеС(4)(6), то
■ ф, (я) ^Мкг,

ifk)= ■ ф2 (ж) -rZMh,
i|’;! (л) <Л/,

где h=max{hl, h2}, М — константа, не зависящая от h.

Через Л обозначим оператор A=ZAa.
<х== 1

Рассмотрим задачу на отыскание собственных функций и собственных 
значений

АЦй,, й2 (*г) ЧА/й,, ;.2ЩИ, й2(*г) От Х£=СО , 

Щи, йак) 0, х<^.
(Ю)
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Лемма 2. Решение задачи (10) имеет вид

лЛ2 (2^2—1)
5

4 . kinhl
= ТТ sm ~73 + hi 2h

4 ,+ — sin“ 
h22

*!=0,1,..., Лд k2—l,2,...,N2,

где

= V2/Zi cos
kittXi
~~iT 5

HoU1)=Vi/z1,

11*2(2:2) =V2/Z2 cos
лх2(2к2— 1)

2l2
k2— 1, 2,..., N2,

причем набор сеточных функций образует ортонормированную в смысле 
скалярного произведения (3) систему.

При доказательстве леммы 2 использовались результаты (4).
Введем разностную функцию Грина G0(x, g), которая, как функция х, 

при фиксированном geco* является решением задачи

AxGo (х, g)
.б^Л)

Н
х,

G0(x, g)=0, (И)

где

л=~£л.
а=1

Лемма 3. Для функции G0(x, , определенной соотношением (11),
имеет место оценка

G0(x, х) | 1п(1/А"), (12)

где с — константа, не зависящая от h, 7T=min{fe1, h2}.
Для доказательства леммы 3 используется разложение функции Грина 

по собственным функциям и собственным значениям оператора Л.
Теорема. Пусть выполнены условия леммы 1. Тогда решение у зада­

чи (5) сходится в сеточной норме пространства С к решению и задачи (1), 
(2) со скоростью ОДъ2 In (1//Г)), т. е. имеет место оценка

||y^u||c^Wln(l/fe‘), (13)

где Mi — константа, не зависящая от h.
Для доказательства теоремы вводится матрица Грина соотношением

Ах®(х, £) = -^Я)(х, £), х, ;ее‘: (14)

®(х, g)=0, x^i,
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где

® (х, В) =
G?’ КЮ

G2<2) (х, I)

6(хД)
О 0 г6(г,а /

Элементы матрицы Грина оцениваются через G0(x, х).
При доказательстве используется соотношение (7), леммы 1 и 3.
В заключение авторы благодарят чл.-корр. АН СССР А. А. Самарского 

за постоянное внимание к работе.
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