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В теории размерности топологических пространств известны теоремы 
для различных размерностных инвариантов, близкие по форме, однако 
существенно различающиеся по методу доказательства. Такими теорема­
ми являются, например, теоремы факторизации по весу и по размерностям 
dim, Ind, А * (см. (2,3)); теоремы о размерности бикомпактного расшире­
ния Чеха — Стоуна для размерностей dim, Ind (4,5); теоремы о существо­
вании бикомпактного расширения данного веса и данной размерности 
(3,е,8); теоремы о существовании универсальных бикомпактов для про­
странств данного веса и данной размерности (3,7, 9).

* \Х — конфинальная аппроксимационная размерность В. И. Пономарева (см. (')).
** Выражение 6'' "/ означает, что семейство б вписало в семейство ■/.

В настоящей статье дается общий подход к доказательству перечис­
ленных выше теорем и получаются новые результаты, касающиеся раз­
мерности Dind.

Размерностная функция Dind введена А. В. Архангельским следую­
щим образом: 1) Dind Xs? —1 тогда и только тогда, когда Х=0. 
2) Dind ХСи, если для любого конечного открытого покрытия простран­
ства X существует конечное семейство дизъюнктных открытых множеств 
{Pi, V2,.. ., V.} =v такое, что Dind(X\Uz?) 1.

Относительно размерности Dind см., например, (10).
Пусть дана тройка семейств 7, б, v, где у={б7а} — семейство открытых 

множеств Uа топологического пространства X; 6={7Д} — семейство замк­
нутых множеств F*  пространства X такое, что б>у **:  х={/.р. ^5}— 
некоторое множество семейств открытых множеств V,? (?.р={УД |i—Л7}) 
пространства X. Будем говорить, что для тройки семейств у, б, v выпол­
нено условие (I), если для любого замкнутого множества У^б существует 
такое открытое множество что Ус-И V<=U, fi^B}.

Далее введем общую размерностную функцию гДХ); для этого потре­
буется

Определение. Пусть задана последовательность троек 
t={(Pt, Ti, S^, i=0, 1, 2,. . .}, где Pi — некоторый класс покрытий тополо­
гических пространств, Т, — некоторый класс систем семейств замкнутых 
множеств в топологических пространствах, Si — некоторый класс наборов 
семейств открытых множеств в топологических пространствах. Определим 
функцию rt следующим образом:

1) г;(Х)<—1 тогда и только тогда, когда X=ci.
2) rt(X)^n тогда и только тогда, когда существует система т]е7\

семейств замкнутых множеств такая, что для любого покрытия ^Р„ про­
странства X можно найти семейство замкнутых множеств бец в этом 
пространстве X и набор )=B}^S,._ семейств открытых в прост­
ранстве X’ множеств такие, что выполнены условия:

а) б>7,
б) тройка семейства б, у, v удовлетворяет условию (I) при и

v>y при Sn=FSg-,
в) г,(Х\и!д 1 для любого
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3) если неравенство rt(X)^n неверно для люОого натурального п, 
TO Г,(Х) =оо.

В дальнейшем в качестве Pi будут рассматриваться следующие классы 
покрытий: Ра — конечные открытые покрытия; РЬ — бинарные открытые 
покрытия; Рс — покрытия, состоящие из всего пространства.

В качестве будут рассматриваться следующие классы систем 
семейств замкнутых множеств: Та — семейства, состоящие из пустого 
замкнутого множества; ТЪ(тп) — системы ц конечных замкнутых покры­
тий кратности меньшей m такие, что для любых двух покрытий 6Ь 62^т] 
данного пространства существует покрытие 6зет] этого пространства, 
правильно вписанное в каждое из покрытий и 62, т. е. любой элемент 
покрытий 61 и 62 суть в точности объединение некоторых элементов по­
крытия 6з; Тс — замыкания бинарных открытых покрытий.

В качестве 5, будут рассматриваться следующие классы: Sa(k) — ко­
нечные открытые покрытия кратности меньшей к-, Sb — конечные дизъ­
юнктные семейства открытых множеств; Sc — бинарные дизъюнктные се­
мейства открытых множеств; Sd — семейства, состоящие из пустого от­
крытого множества; Se — класс семейств, состоящих из всего простран­
ства: St — конечные открытые покрытия; Sg — конечные наборы семейств, 
состоящих из двух дизъюнктных открытых множеств.

Для любой последовательности t троек перечисленных выше классов 
справедлива

Теорема 1. Пусть дано непрерывное отображение f: X^-Y биком­
пакта X на бикомпакт Y и известно, что rt(X)^n.

Тогда существуют такой бикомпакт Z и такие непрерывные отображе- 
на на

ния g: X—>-Z и h: Z—>-У, что выполнены условия'.
1) f=h°g,
2) w(Z)<w(Y),
3) r((Z)^r((X)<n.
Полное доказательство этой теоремы ввиду краткости статьи опущено. 

Его основным содержанием является построение семейства И7 открытых 
в пространстве X множеств и семейства М всевозможных открытых по­
крытий пространства X элементами семейства W таких, что на любом 
шаге индуктивного определения функции rt(X) можно, ограничиваясь 
только покрытиями из семейства М, найти соответствующие семейства 
замкнутых множеств и соответствующие наборы семейств открытых мно­
жеств, что при этом замкнутые множества оказываются дополнениями до 
некоторых элементов семейства W, а открытые просто принадлежат это­
му семейству. После этого строится непрерывное разбиение бикомпакта X 
и получается бикомпакт Z с требуемыми свойствами.

Справедливы также следующие две теоремы.
Теорема 2. Пусть X — нормальное пространство-, тогда rt(X) = 

=г((рХ), где эХ — бикомпактное расширение Чеха —Стоуна для прост­
ранства X.

Теорема 3. Пусть X — вполне регулярное пространство такое, что 
w(X)^t и rt(^X)^n', тогда существует бикомпактное расширение ЪХ 
пространства X такое, что иДЬХ)^т;, rt(bX)^n.

Далее потребуется функция которая вводится точно так же,
как функция гДХ), только в качестве для функции г/ (X) нельзя брать 
класс Sg. Для этой функции верна

Теорема 4. Для любого натурального п и любого кардинального 
числа т существует бикомпакт Rnz, содержащий гомеоморфный образ лю­
бого бикомпакта X такого, что r/(X)sZn и н?(Х)<т; при этом выполнены 
неравенства rt'(Rnr)^n и w(Rnx')^r.

Доказательство теорем 3 и 4 полностью опирается на теоремы 
1 и 2 и практически ничем не отличается, например, от доказательства 
для размерности dim (см. (7,8)).

36



В зависимости от последовательности троек £={(Р(, 1\, Si), i=0, 1, 2,...} 
в определении функций rt(X) и rt'(X) можно получать различные размер­
ностные функции.

Так, чтобы получить размерностный инвариант dim, нужно взять после­
довательность троек t={(P0=Pa, Т0=Та, S0=Sa(k+l)), (Р{=Ра, Т\=Та, 
Si=Sd), i=l, 2, 3,..тогда неравенство rt(X)^0 эквивалентно неравен­
ству dim Х^к, и как следствия теорем 1—4 получаются соответствующие 
теоремы из работ (2,4,8,8).

Неравенство Ind-X^A: эквивалентно неравенству rt(X)<k для после­
довательности t={(Pi—Pb, Ti=Ta, Si=Sb, i=0, 1, 2,...}, и следствиями 
теорем 1—4 получаются соответствующие теоремы из работ (3,5).

Чтобы получить размерностный инвариант ind, нужно взять последо­
вательность t={(Pi=Pb, Т,=Тс, St=Sg), г=0, 1, 2,...}; функция rt(X) 
для этой последовательности в классе бикомпактов будет совпадать с раз­
мерностной функцией ind X.

В классе небикомпактных пространств функция rt(X) в этом случае 
может не совпадать с размерностной функцией ind X, теоремы 2 и 3 справед­
ливы для функции rt(X), хотя они, вообще говоря, неверны для размер­
ности ind.

Из теоремы 1 как частный случай получается факторизационная тео­
рема по весу и размерности ind для бикомпактов, доказанная недавно 
И. М. Лейбо.

Следствие. 1. Пусть дано непрерывное отображение f: X-*-Y  биком­
пакта X на бикомпакт Y и известно, что ind Х^п.

Тогда существуют такой бикомпакт Z и такие непрерывные отображе­

ния g: X—>-Z и h: Z—>-У, что выполнены условия-.
1) f=h°g,
2) w(Z)^w(Y),
3) ind Z^ind X^Sn.
Неравенство \X^k эквивалентно неравенству rt(X)^0 для последова­

тельности t={(P0=Pa, TQ=PTb(k+l), S0=Sf), (Pi=Pa, Т\=Та, St=Sd), 
i=l, 2, 3,. ..}. Следствиями теорем 1—4 будут соответствующие теоремы 
из работ (3,6).

Неравенство DindX^A эквивалентно неравенству rt(X)^k для после­
довательности t={(Pt=Pa, Ti=Ta, Si=Sb), i=0, 1,2...} и теоремы 1—4 
дают неизвестные ранее результаты для размерности Dind.

Теорема 1'. Пусть дано непрерывное отображение f: X-+Y биком­
пакта X на бикомпакт Y и известно, что Dind Х^п.

Тогда существуют такой бикомпакт Z и такие непрерывные отображе- 
на на

ния g: X—>Z и h: Z—>У, что выполнены условия-.
1) f=h°g,
2) w(Z)^w(Y),
3) Dind Z^Dind X^n.
Теорема 2'. Пусть X — нормальное пространство-, тогда DindX= 

=Dind(^X).
Теорема 3'. Пусть X — вполне регулярное пространство, известно, 

что ю(Х)^т и Dind([3X)=Cn; тогда существует бикомпактное расшире­
ние ЬХ пространства X такое, что верны неравенства w(bX)^x и 
Dind (bX)^zn.

Теорема 4'. Для любого натурального п и любого кардинального 
числа т существует бикомпакт Rnx, содержащий гомеоморфный образ лю­
бого бикомпакта X такого, что DindX^n и zp(X)«St; при этом верны нера­
венства Dind Rnx^n и w(Rnx)^T.

Для размерности А удается доказать также следующую факторизаци- 
онную теорему.
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Теорема 5. Пусть дано совершенное отображение f: X—*-Y  тополо­
гического пространства X на сильно паракомпактное пространство Y. Из­
вестно также, что YX'Cn.

Тогда существуют сильно паракомпактное пространство Z и совершен- 
н а на

ные отображения g: X—>-Z и h: Z—>У такие, что выполнены условия'.
1) f=h°g,
2) XZ^n,
3) w (Z) О w (У).
В заключение выражаю горячую признательность В. И. Пономареву 

за поддержку п внимание к работе.
Московский государственный университет Поступило
им. М. В. Ломоносова 10 IV 1974
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