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Ростки С*-отображений F, G: (Rn, 0) -+■ (Rn, 0) называются сопряжен­
ными в классе Сч, если существует такая С’-замена координат Ф: (йп, 0) -*■ 
-+(JRn, 0), что фоЕ=Коф. Вопрос о сопряженности ростков неаналптиче- 
ских отображений рассматривается в (1_4). В этих работах предполагает­
ся, что линейное приближение A=F' (0) не имеет спектра в нуле и на 
единичной окружности. В (5) изучались ростки С"”-отображенпй, спектр 
линейного приближения которых лежит на единичной окружности. Здесь 
мы рассмотрим случай конечной гладкости.

Если Si=Rr- — росток в начале координат замкнутого множества, то че­
рез р (ж, S) мы обозначим расстояние от точки х до S.

Теорема 1. Пусть F: (Rn, 0)(7?”, 0) — росток (^-отображения и 
ScRRn — росток замкнутого множества, инвариантный относительно F. 
Пусть, кроме того, существуют такие числа а^0 и ^>1, что при некото­
рых с{>0 справедливы неравенства

|detT*1'(ж) |>с1ра(ж, S), p(Fx, Х)«Сс2рДж, S).

Найдутся такие числа k0=k0(a, [3) и v=v(a, f>), что если G: (Rn, 0)-*
(Rn, ())— росток (^-отображения, k^k!t и д(ж) —ТДж) =о(р*(ж, 5)), то 

ростки F и G сопряжены в классе Cq, где qP^v (а, [}) • к.
Следствие 1. Пусть F-. (Rn, ())-*(/?", 0) — росток С^-отображения, 

удовлетворяющий неравенствам

IdetF'U) >С1||жГ, ||Г(ж) Нс2||ж^

при некоторых с,->0, а5г0, [3>1.
Найдутся такие числа k0=k0(a, р) и v=v(a, [3), что если G: (Rn, 0)-> 

-*• (Rn, 0) — росток Ск-отображения k^ka и k-струи ростков F и G одина­
ковые, то росток G сопряжен с F в классе Cq, где q^v(a, Р) - к.

Если росток F удовлетворяет неравенствам следствия 1, то его линей­
ное приближение равно нулю.

Следствие 2. Пусть F: (Rn, 0)-*(/?”, 0) — росток С°°-отображения, 
удовлетворяющий неравенствам

|detEz(^) |SscJMK ПТДж) 1|<с2||ж|Р

при некоторых с;>0, сх^О, ^>1.
Тогда росток F в любом конечном классе гладкости сопряжен с поли­

номиальным отображением.
Пример. Пусть

F (ж) = (... (77+) ж ... ж) +/(ж),

где Н — невырожденный симметрический (д+1)-индексный тензор, р^2, 
п /(ж) =о(||ж||р) — С°°-отображение. Росток F удовлетворяет условиям 
следствия 2. Поэтому F в любом конечном классе гладкости сопряжен 
с полиномиальным отображением. Всякий росток С^-отображения G:
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\R'1, 0) -> (7?n, 0), имеющий такую же Л-струю, что и F, сопряжен с F 
в классе С\ где q>v (р) • к.

Сформулируем теперь условия сопряженности ростков диффеомор­
физмов.

Будем говорить, что ростки Si, S2cxRn замкнутых множеств (р, q)-ре­
гулярно расположены, если всякий росток С’-функцтш /: (/?", 0) (Я1, 0)
такой, что

/(,)(х)=0, xeStriS2, i=0, 1, 2,..., q,

может быть представлен в виде суммы /(х) =ф (х) +/2(х), где —такие 
ростки бЛ-функций, что

(ж) =0, x^Sp, /2(i) (х) =0, x<^S2, i=Q, 1,..., р.

Имеет место
Лемма I. При любом два подпространства L^LpxR" ([к/2, к]-

регулярно расположены.
Определение. Росток ^''-отображения F: (Я”, 0) -> (Rn, 0) называ­

ется к в а з и г п п е р б о л п ч е с к и м порядка г^=0 на ростке ScR" замк­
нутого множества, если существует такое число р>0 и такие (рк, /с)-ре­
гулярно расположенные ростки замкнутых множеств S±, инвариантных 
относительно F, что S+nS_=S, и при некоторых с±>0, щ>0 справедливы 
неравенства 

p(Fx, S_)Cp(x, S4) (1—с+рг(х; S)), p(F х, S_)<p(x, S_) (1—c_pr(x; S)),

И'(х) ||d+aipr(x, S), || (F/(x))-1||^l+a2p2(x, 5).

Может оказаться, что S-=Rn и S+=S. Тогда росток F называется 
к в а з и с ж а т и е м порядка г на S. Если S+=Rn и S-=S, то росток F 
называется к в а з п р а с т я ж е н и е м порядка г на S. Росток, квази- 
гиперболический порядка г=0 на S, называется гиперболическим 
на S. Числа г, с±, ау, а2, р, а также d(F) =max(||S'(0) ||,.|| (7,/(0) )_1||) назы­
ваются показателями кваз игиперболичности ростка F. 
Если F квазигиперболпчен порядка г>0, то d(F) =1.

Теорема 2. Пусть F: (Rn, 0) (/?", 0) — росток Ск-отображения, ква-
зигиперболического на ростке S ~R - замкнутого множества. Существуют 
такие числа v>0, k0>Q, зависящие только от показателей квазигипербо­
личности, что если G: (Rn, 0)-►(/?", 0) — росток Ск-отображения, к^кл и 
G(x)—F(x)=o(pk(x, S)), то ростки F и G сопряжены в классе Сч, где 
q^vk.

Из теоремы 2 вытекает, что росток 6’”-диффеоморфизма, квазигипер- 
болического в начале координат, можно заменой переменных любого ко­
нечного класса гладкости привести к полиномиальному отображению. При 
этом полиномиальное отображение может быть выбрано так, что оно 
в некотором смысле будет иметь нормальную форму. Именно, справед­
лива

Лемма 2. Пусть F — формальный ряд Тейлора С~-отображения F: 
(Rn, 0)-+(,Rn, 0) с линейным приближением Л=7?/(0). Существует такая 
формальная замена переменных Ф, что (Ф^Ф-1) (х) =Лх+/(х), где f — 
формальный ряд с нулевой i-струей, коммутирующей с сопряженным опе­
ратором Л",

Из этой леммы и теоремы 2 непосредственно получается
Следствие 3. Пусть F: (Rn, 0)->(Rn, 0) — росток С°°-отображения, 

квазигиперболический в начале координат.
Тогда росток F в любом конечном классе гладкости сопряжен с поли­

номиальным отображением Р(х) =Лх+Л(х), h(x) =О(||х||2), где A: R'-~
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—Rn — линейный оператор, a h коммутирует с сопряженным, операто­
ром Л*.

Из лемм 1 и 2 получаем также
Следствие 4. Пусть F(x)=Ax+f(x) — росток С°°-диффеоморфизма 

и существуют такие инвариантные относительно F подпространства N 
N2, что 7?”=7V1+A'2 (сумма прямая), и для некоторых чисел г>0, с±>0, 
щ>0 справедливы оценки

p(Fx, Nt)^p(x, Ni) (1—с+||дс|!г)? р(Е_1ж, TV2)^p(a;, Ж) (1—,

||Г(ж)|К1+а>Г, i; (F'(x) 4

Тогда заменой переменных Ф: (Rn, 0)-+(Rn, 0) любого конечного клас­
са гладкости росток F можно привести к полиномиальному отображению

(ФЛО-1) (х) =Ax+h (х), h(x) =О(!Ыр),

где Л: Rn^-Rn — линейный оператор, a h коммутирует с оператором. Л*. 
Рассмотрим подробнее ростки одпомсрпых отображении. Пусть

F(x) =Ъх+схт+](х), f(x)=o(xr), x^R1,

F (ж) — Ck-росток одномерного отображения и с=^0. Если Х=0, то росток 
удовлетворяет условиям следствия 3 с a=r— 1, р=г. Если |Л.|=^0, 1, то F — 
росток гиперболического диффеоморфизма в начало координат. Если 4 = 1 
и г нечетно, то в зависимости от знака с росток F является либо квазпежа- 
тием, либо квазирастяжением порядка г—1. Если же Л = 1 л г четно, то 
росток квазигиперболичеп порядка г—1 в начале координат. В самом деле, 
пусть R+ — правая вещественная полуось, a R- — левая. Тогда ростки R± 
(к, к)-регулярно расположены и Я+П/?_={0}. При этом, если с>0, то F — 
квазпежатие на ростке 7?_ и квазпрастяженпе на R . Если же с<0, то F — 
квазисжатие на ростке R- и квазирастяжение на R_. Таким образом, по­
лучается

Следствие 5. Пусть F: (Rl, 0)-+(Rl, 0) — росток одномерного
Ск-отображения, причем

F (Fx) =ax+bxr+o(xr), 2=^r<°°, bF=0.

Существуют такие числа k0(a, b, г) и v(a, b, г), что каждый росток G\ 
(R1, 0)->(2?1, 0) одномерного Ск-отображения k^k0, k-струя которого сов­
падает с k-струей ростка F, сопряжен с F в классе С'1, где Ъ, г) - к.
Каждый С'х-росток одномерного отображения такой, что ряд Тейлора F1 
отличен от 0 и 1, в любом конечном классе гладкости сопряжен с полино­
миальным отображением.

Если росток (^-отображения F: (Rn, 0) -> (Rn, 0) квазигиперболичеп 
в начале координат, то спектр его линейного приближения либо целиком 
лежит на единичной окружпостп, либо не пересекается с пей. Согласно 
теореме 2, при достаточно большом к всякий росток (^-отображения, 
fc-струя которого совпадает с /с-струей ростка F, сопряжен с F в некотором 
конечном классе гладкости. Класс ростков, обладающих описанным свой 
ством, значительно шире класса квазигппсрболпческпх ростков и содер- 
жит ростки диффеоморфизмов с произвольным спектром линейного при­
ближения.

Пусть F(x) =Аж+О(||ж||2) — росток (^-диффеоморфизма с линейным 
приближением A=F' (0). Пусть, кроме того, Н — инвариантное подпрост­
ранство оператора А, отвечающее части спектра, лежащей па единичной 
окружности, a L — инвариантное подпространство, отвечающее всей 
остальной части спектра. Обозначим через Р проектор па L вдоль подпро­
странства Л,,

277



Теорема 3. Пусть росток F удовлетворяет следующим условиям:
а) подпространство LY инвариантно относительно F и сужение Ft 

(Lt, 0)-»-(Л1, 0) является ростком квазигиперболического в начале коор­
динат диффеоморфизма-,

б) при каждом x^-Li матрица PF'(х) совпадает с матрицей РА, так 
что PF' (х) не зависит от х при x^Li.

Тогда найдутся такие числа k0(F) и v(F'), зависящие только от показа­
телей квазигиперболичности сужения Ft (Li, 0)-*(Л1, 0) и от оператора А, 
что при k^k0 (F) всякий росток СА-диффеоморфизма, имеющий такую же 
k-струю, что и F, сопряжен с F в классе Сс‘, где q^v(F) - Ink.

Следствие 6. Пусть F — росток С°°-диффеоморфизма удовлетворяет 
условиям а) и б) теоремы 3.

Тогда в любом конечном классе гладкости F сопряжен с полиномиаль­
ным отображением Р(х) =Ax+h(x), h(x) =О(||ж||2), где h коммутирует 
с оператором Л*.
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