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Вещественный метод Банга (\ 2) доказательства основной теоремы Кар- 
лемана о квазианалитических классах функций допускает обобщение, ко­
торое позволяет распространить теорию на некоторые новые классы 
функций.

Пусть ifo=l, {и-’Д — положительные непрерывные на [а, функ­
ции. Будем говорить, что функция f непрерывно дифференцируема п раз 
относительно последовательности {щ,} на [a, ft] и писать f^Ca{wk}, если 
существуют и непрерывны

Бо/—/,

Зафиксируем на [а, &] точки х0, Xi,...,xn и положим

у0(ж)=1, l\k(.x) = j k=l,...,n.

Если j^Cn{wk}, то по индукции проверяется равенство

/ы= У нго и») -1фу+
k=0

n xh

H- V(-l)'1 " (LA) W'K-iW dt=Sn+Rn. (1)
k=l Хц-i

Формула (1) обобщает формулу Банга, которая соответствует случаю, 
когда все wk=i‘, если, кроме того, положить х0=х1= . . . =хп_1, то получаем 
формулу Тейлора *.  Перейдем к доказательству.

* По поводу несколько иного обобщения формулы Тейлора см. (3), стр. 383.

При г=1 имеем
Xt Х1

/Uo)=/U,)-J f'(t) dt= (Lof) (ж,)-J (БД) (t)^0(t)dt.
Xq Xq

Допустим, что формула (1) справедлива при некотором г<п, и приме­
ним ее к точкам ха, xh ..., xr-t, xr+i. Рассматривая последнее слагаемое 
в R ■ и интегрируя по частям, получим

xr + 1 I

J (LJ)(f)v-iW^= J (БД) (Ob-i (*)<&+
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X у j |

+ IrUr+1)- f (Lr+J)
Wr(xr+l) J

xr

откуда и следует формула (1) для точек х0,..., xr_lt хг, хг+1.
Пусть {Мп} — последовательность положительных чисел. Если 

limMn1/n= то, следуя (2), обозначим через {М/} выпуклую регуляриза- 
«-*00  

цию последовательности {Л7\,} посредством логарифмов.
Будем называть классом C{wn, М„} на [а, 6] множество функций из 

удовлетворяющих на [а, 6] неравенствам

Wi(x) . . . wn^.(x) | (L„/) (x) \ n=i, 2, , (2)

где A — постоянная, зависящая от ].
Класс C{wn\ М,} будем называть квазттаналвтическим, если для /е 

еС’фщ; М„} па [а, 6] пз условий

(L„/)(fc)=O, и=0, (3)
следует, что / равна нулю тождественно.

В теоремах 1 —4 предполагается, что {им} удовлетворяет одному из 
двух следующих условий:

1°) каждая функция ид является возрастающей на [а, Ь];
2°) {им} — равномерно ограничена на [а, 6].

г /Мп\1п
Теорема [.Если 11т (—А) <( оо, то класс С {w Мп} является

п—*00  \ 71. /

квазианалитическим.
Проведем рассуждения для случая 1°). Пусть {щ}— последовательность 

натуральных чисел, для которой M,lk<d’"’nh\. Выберем точку х0 по условию 
0<6 -x0<d~l и положим в формуле (1) . . . =хп,-1=х0, х„к=Ь. Если
j^C{wn; Л/,,} п удовлетворяет условию (3), то по формуле (1)

| / (х0) | = \Rnk | = |J (Lnkf) (t) (t) dt | <

Xnh t to lnk-2

< $ 1Щ (0 . . . wH/rl (О I (Lnkf) (0 I dt $ dti J dt, ... $ dtn/rl <
Л’о Л’о Л‘о Л‘о

< Mnk <[d(b- x0)]>
•L'k*

Отсюда следует, что /(^o) =0, и в силу производительности х0 имеем/(ж) -- 
=0 при 0<Ь—x<d~l. Выбирая затем х0 (0<Ь—ж0<й_1) за правый конец 
отрезка [х0', х0], Хо~х0'<А~1, заключаем, что /(ж)=0 при x<d~l, 
а значит, при b—x<2d~l и т. д.

Теорема 2. Если lim М„/п~°о и

то класс C{w„-, М „} является квазианалитическим.
Эта теорема вытекает пз следующего результата, который устанавли­

вается воспроизведением рассуждений Банга (см. (2), гл. IV, п.2).
Теорем а 3. Если {Л/,,} удовлетворяет условиям теоремы 2 и fe 

eEC{w,t; Л/,.} на [а, Ь], то для любого х0=[а, и любого е>0 существуют 
натуральное число п и точки
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такие, что
|2?„ | <е, (5)

где R„. — вторая сумма в (формуле (1).
Для того чтобы получить отсюда теорему 2, достаточно заметить, что 

при условии (3) первая сумма Sn в формуле (1) обращается в пуль п, сле­
довательно, /(х0) =/?,., откуда благодаря неравенству (5) имеем /=0.

Теорема 2 может быть дополнена следующим предложением относи­
тельно функций /е=б7" {zpa}, аналогичным классической теореме Бореля — 
Карлемапа (4), стр. 24) для случая /еС”.

Теорема 4. Пусть { Б' } , возрастающая последовательность по­
ложительных чисел и пусть каждая из функций иц, k—i, .. ., п, является 
возрастающей на [а, Ь], Ъ—а<е~'\ Если не равная нулю тождественно 
функция ]жСп {е:л} на [а, б] удовлетворяет условиям

(ЬД)(б)=О, Л=0, . . . , п-1,
иц(х) . .. wk-i(x) I (Lhf) (х) 4" = 1, . . . , п,

(6)
(7)

то

(8)

где m0= |/(х0) | = max |/(х)|.
Для доказательства выбираем х0, как указано в условии теоремы 4, 

применяем формулу (1) и, учитывая (7), оцениваем интегралы, входящие 
в Rn, по схеме Банга (2), в которой нужно положить щ = 1, а пр=п. Это 
приводит, благодаря (6), к неравенству 

тс= 1/(ас0) | = |ЯП1^4ДС
ае

1—ае'

которое эквивалентно неравенству (8).
Укажем некоторые применения предыдущих теорем к функциям бес­

конечно дифференцируемых в обычном смысле.
Теорема 5. Пусть {сц} — возрастающая последовательность неотри­

цательных чисел, D — оператор дифференцирования
п

Hn(D) =
k=l

Пусть щ-С"' на [а, Ь] и на нем

\Hn(D)f\^A”Mn, и=1, 2, ..., (9)

/(">(Ь)=0, n=0, 1, ... (10)
Если {Л/Эт} удовлетворяет условиям теоремы 1 или 2, то 1 равна нулю 

тождественно.
Полагаем ^=а!,+1—a.k, wf,(x)=ehx, k=l, 2, ..., гщ(ж)=1 и, применяя 

соответствующие операторы Ln к функции ц (х) =/(х) е~а‘х, замечаем, что

иц(х) ... (£„ф) (ж) = (ЯД/))/) (х).

И так как условия (10) эквивалентны равенствам

(Т„ср) (Ь)=(ЯДП)/(Ь)=0, п=0, 1, . . . ,

то утверждение теоремы 5 следует из теорем 1 и 2.
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Предложение, приводимое ниже, дает простые достаточные условия 
пустоты некоторых классов. Оно дополняет теоремы 7 и 8 С. Мандель- 
бропта ((s), стр. 146), по носит более частный характер, чем теоремы 
М. М. Джрбашяна (6) и К. И. Бабенко (7).

Пусть x=w(t) — возрастающая непрерывная функция на конечном 
промежутке [а, &], отображающая его на полупрямую [с, оо). Положим

<p(i) = Jip(T)dr+c
О

и обозначим через ср-1 функцию, ей обратную.
Теорема 6. Класс функций, бесконечно дифференцируемых на полу­

прямой [с, оо) и удовлетворяющих на ней условиям

Ип1/(ж)=0, \f,1}(x) lu^fgr1^) п=1,2,..., (И)

пуст, если удовлетворяет условиям теорем 1 или 2.
Полагая w0=l, wu(t) k=i, 2, . ,., и применяя соответствующие

операторы Lk к функции F(i) =/[(p(i) ], получаем

(L0F) (£)=/[ф(£) 1, (b„F) H)=/(n)[(p(i) ]w(t).

Отсюда, благодаря неравенствам (11), имеем

(L„F) (b) =0, и;”"1 (t) | (LnF) (I) | ■ V .

т. е. выполнены условия (2) и (3), и остается воспользоваться теорема­
ми 1 или 2.

Так, например, если /еС“' на [с, °°), с>е, и подчинена на пем условиям 

lim /(ж)=0, 1/<п)(ж) | [ж1пж(1п1пж)2]”:СЛпЛ7п,

то / равна нулю тождественно, если {47,,} удовлетворяет условиям тео­
рем 1 или 2. Это соответствует выбору x=q(t) =ехр e_1/i.

Ленинградский педагогический институт 
им. А. И. Герцена

Поступило
7 II 1974
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