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Достаточно большой класс статических и динамических реакторных 
задач, заключающихся в изучении распределения плотности нейтронов и 
ее поведения во времени в установках, где осуществляется цепная реак­
ция, описывается следующей системой интегродифференциальных уравне­
ний кинетики реактора:

■dN(X’ + (р, V) А(Х, р, 0 +1 р|2 (X, р)А (X, р, f) =
at

= J^(X,p,p')A(X,pz,i)dp' +V МД^)СДХД) + (2(Х,рД), Cl> 
У 1=1

gG(X,0 Гх(Х,р')А(Х,р'Д)йр', i =
dt J 

с начальными и граничными условиями

А(Х, р, 0 |(=+0«=g(X, р), С,(Х, Z) |(=+o=gi(X), i=l, ...,m, (2)

А(Х, р, t) |хег=0, (n(X)-p)<0, i>0, (3)

где о^ДХ, р), г—1,..., т,— ограниченные измеримые функции, а ядро 
X (X, р, р') имеет вид

п

X(X, р, р') = У, аДХ, р')Х(р, р'), о< аДХ, р) =С = const.

1=1

Вывод уравнений (1) и физический смысл коэффициентов и ядер см. в 
работах (1_3).

Обозначим Ф(Х, р, Z)=col{A(X, р, £), СДХ, £), ..., Cm(X, t)} и пред­
ставим систему (1) в операторной форме

------- ЬФ (X, v, t) = 5Ф (X, v,t) + Q(X, р, t), 
at

где L — дифференциальный оператор вида

L=diag[-(р, V)-1p|S(X, р), -X,, ..., А,т]^ 

=diag[A, Bh Bm],

14)

aS — интегральный оператор

к, Х1/Др),.
5 = Кц 0 0

К-т5 0 0
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где К, Kt, i=l, ..., т, обозначают интегральные операторы с ядрами 
«У(X, v, г/) и Ж\(Х, и'), соответственно.

1. Существование и единственность решения урав­
нения (4), (2) —(3). Для доказательства существования и единствен­
ности решения построим С0-полугруппу операторов U(t) для оператора 
Л=£+5.

Пусть G — ограниченная выпуклая область с гладкой границей Г в 
трехмерном эвклидовом пространстве E3{xi, х2, х3}, п(Х) — внешняя 
нормаль в точке Хе Г, V — ограниченная область щ, v3}, 0<р=^|р|^
^r<oo, v, V — постоянные числа, |к| = (щ2+щ2+щ2)'/!, Q — совокупность 
всех единичных векторов $, т. е. И=ЙХ[к, г>], и

0<п0е£ | v | S(X, р)^20, o0=vraimin I к|2(Х, и).
(GXV)

Пусть, далее, Dp — класс вектор-функций Ф(Х, р), обладающих следую­
щими свойствами. 1) При почти всех (р, У)еУХл„ функция N(Y+si„ и), 
s=p/|p|, абсолютно непрерывна на замкнутом множестве лг, 2) Удов­
летворяет граничным условиям N(Y+st,(Y, s), р)=0. 3) Функция 
ЛДУ+sg, р) должна быть такова, что

(р, У)У(Х, p)^|p|-^r^(y + sg,p)eLJ,(GX7).

4) Функции С,(Х) eLp(G), 1=1, ..., т. Здесь использованы общеприня­
тые обозначения работы (4). Dp — полное нормированное пространство, 
всюду плотное в Sv, где 5% —прямое произведение ТР(СХУ) и т экзем­
пляров Zp(G), 1<р<«>, Dp^Sj,. Класс D„ является областью определения 
оператора L.

Рассмотрим уравнение (Х/-Т)Ф=<2, где Q^S’p, X — комплексный па­
раметр, которое в эквивалентной форме представим в виде

(XZ-S)2V=<?0, 1=1, ...,т.

Тогда существует обратный оператор (XZ—L)~l при всех Х=А— X, i=l,... 
..., т, действующий из S? р в Dp, причем имеют место следующие оценки:

|| (XZ —5)_1|| <

__________  '{1_ d(Re Х4-а0)} 
Re X + щ

d, Re X = — Go,
1___________ .{z,d|Re >.+aol 4} 

lReX + o0l

Re X > — a0,

Re X < — 0O,

(5)

II (XZ —5;)_1||
1/(Re X + X;),
1/lReX + Xil,

■ l/|ImXl,

Re X > — Xi, 
Re X < — X,-, 
ReX=— X^

(6)

если X=—Х,-, то обратного к (KI—В,) оператора не существует. Здесь d= 
= (diam G)/v.

Пользуясь полученными оценками (5), (6), легко показать, что

|| (XZ-L)-1||<l/(ReX+ft), ReX>—ц, (7)

где ц=пш1{оо, XJ. Кроме того, из соотношения (7) следует, что оператор 
L замкнут.

. Таким образом, мы находимся в условиях применимости теоремы 
Хилле — Иосида (s~7). Следовательно, оператор L является инфинитези­
мальным и порождает C'o-полугруппу операторов, явный вид которой не­
трудно получить с помощью преобразования Лапласа резольвенты опе­
ратора L (5).
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Пусть /i(p), i=l,т,— измеримые и ограниченные неотрицатель­
ные функции, а также

J |Jf((i>, и') ladv', J Ца\(и, v') \adv < const, о >1.
V

(8)

Тогда оператор S ограничен из 8Р в 8Р. Рассмотрим оператор А как 
возмущение замкнутого оператора L ограниченным оператором £. А замк­
нут и D(Л) =D(L)=DP. Пользуясь теорией возмущений полугрупп опера­
торов (6), получаем, что А инфинитезимальный и порождает Со-полугруп- 
пу U (■<), причем

||(U-A)-1Kl/(ReX+fi-||5||), ReA>||S||-ц.

2. Дискретность спектра оператора (L+S). Из оценок 
(5), (6) п. 1 следует, что вся комплексная плоскость, за исключением 
точек {л=—A,,, i=l,..., т}, представляющих собой существенный 
спектр (8) esso(L) оператора L, является резольвентным множеством 
оператора £р(Т).

Рассмотрим уравнение

АФ(Х, и)-ЬФ(Х, п)=5Ф(Х, п)+<Ж, к), (9)

где феЛР, Q^P, А — комплексный параметр. Пусть A^esso(L).
Тогда уравнение (9) преобразуем к виду

Ф (X, v) - (М-L) -*5Ф (X, v) = (A/-L) (10)

При указанных условиях (10) эквивалентно уравнению (9), поэтому 
характеристика спектра (9) может быть получена из рассмотрения спек­
тра уравнения (10). С этой целью рассмотрим оператор

SR, (L) S=S(KI-L) ~'S=U+V,

W, 0,. ..,0
v= 0, 0,. .,0

0, 0,.. .,0

и=
KRk(B)K,
КЛк(В)К,

KR^BM,...
KlR\(B)Kifi,.

, KRk (5)Xm/m
• , K-tRl. (Б) ).mfm

KmRK(B) К, KmRdB)^- .. ,KmRK(B')Xmfm

С помощью замены переменных, аналогичной (4), можно показать, 
что блоки оператора U являются интегральными операторами, вид ко­
торых аналогичен виду интегрального оператора SL~lS работы (4). Ис­
пользуя интегральное представление оператора U, можно показать, что 
U вполне непрерывен из 8Р в 8Р. Однако оператор V не является инте­
гральным, поэтому оператор SR>.(L)S, вообще говоря, не является впол­
не непрерывным. В связи с этим рассмотрим оператор

SR,(L)SRi(L)S=SRi(L) U+SR, (L) V.

Первое слагаемое этой суммы есть вполне непрерывный оператор 
(как произведение вполне непрерывного и ограниченного операторов), 
а второе слагаемое может быть преобразовано к виду, аналогичному 
виду U. Таким образом, оператор S{RK(L)S}2, как и оператор {Rk(L)S}3, 
вполне непрерывен из 8Р в 8Р. Используя полную непрерывность упомя­
нутых операторов из 8Р и 8Р и лемму С. М. Никольского ((9), стр. 204), 
можно показать, что оператор {Z?x(L)5}a вполне непрерывен из Dv в Dp.
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Возвращаясь к уравнению (10) и замечая, что его правая часть 
Rk{L)Q^Dv, получаем, в силу (10), что для уравнения (10) справедлива 
альтернатива Фредгольма. В силу аналитичности {7?х(Л)5}3 по парамет­
ру Хер(Л) из теоремы Ю. Л. Шмульяна (“) следует, что спектр X дискре­
тен, а из теоремы Н. Данфорда об отображении спектров (12) следует 
дискретность спектра оператора (L+S), причем множество собственных 
чисел {m-J не более чем счетно, собственным числам ц, отвечают конеч­
номерные инвариантные подпространства единственными точками 
накопления {щ} являются точки ess o(L+S) = {Х=—X,-, i=i,..., т} и 
точка — °°, причем Re 1|—р. Остальная часть комплексной плоско--
сти есть резольвентное множество р(Л+5) оператора (L+S).

3. Асимптотическое разложение. Для решения уравне­
ния (4) можно получить асимптотическое разложение, аналогичное по­
лученному Йоргенсом (13): для любого е>0 существуют постоянные чис­
ла и См(е) такие, что

м

|р(/)- ССм(е)ехр{(-у+е)Д

j=l

при t>TM(s), где Р„- — проекционный оператор на 21?;, 0<Y<min{X,}, 
{-X«S||S||-р}, /=1, ...,М.
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