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Теоремы об условиях разрешимости, степени недоопределенности и сте­
пени переопределенностп двумерной задачи с наклонной производной из­
ложены в монографиях (*, 2) (см. также (3_s)). Эти теоремы по существу 
используют двойственную задачу, однако без явной ее формулировки.

Ниже формулируется двойственная задача к задаче с наклонной про­
изводной, причем сразу для многомерного случая, и дается некоторый ана­
лог упомянутых выше теорем (теорем двойственности).

Введем следующие обозначения и определения. Rn — эвкли­
дово пространство векторов x=(xi,..., хп), п^2. Q — область в Rn, при­
чем нам будет удобно считать, что Q содержит бесконечно удаленную точ­
ку (|ж|=оо), IFp<r>(Q) есть пополнение множества всех бесконечно глад­
ких финитных в Rn функций /(z) по норме

f . dwf(x) I р ч ',р

и--0£1..^1^} ■ «>
Q |»|=1

Через (и, к> обозначается скалярное произведение функций и(х), 
1’(г)еИ'’г(1)(й). соответствующее норме (1) приг=1,/>=2:

ди(х) ди(х)

dXi dxi

Через W (дГ) (Q) обозначается негативное пространство к пространству 

W(r)(Q), 1<р<°°, г=1, 2,. .., относительно скалярного произведения (2), 
определяемое как пополнение множества P7(p(Q) по норме

||u||_r,g= sup <u, к>, l/p+l/g=l.
м r> p

Отметим, что Hz2(_1) (Q) =И72<‘) (Q).
A

Через обозначается подпространство пространства Hz<9r(Q),
1<р<оо? r=±l, ±2,..., состоящее из гармонических в области Q 
функций.

Через W (О) обозначается замыкание в Wr)(G2) множества всех 
финитных в Q функций.

Решение задачи Дирихле для уравнения Лапласа в области Q при гра­
ничном условии f(x) eWV1’ (£2) определяется как проекция Pf—Paf эле­

мента f на подпространство Ж2(1>(£2). В этом заключается целесообраз­
ность нормировки (1) (| к| >0) и удобство предположения Q3°°.

Q 2=1
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Область £2 будем далее считать звездной и удовлетворяющей условии: 

go(x,i/)^Wp’ > (й) (3)

цак функция от у при всяком xeQ. Здесь ga(x, у) есть регулярная часть 
функции Грина задачи Дирихле в области Й, р' и г' фиксированы. 

г>1.
Через а=а(х) обозначается бесконечно гладкая в Rn, включая беско­

нечность, изометрическая квадратная матрица и-го порядка:

Полагая

<u, иУа) — J «Vи-V v dx,
Q

где V — означает градиент, определяем оператор А соотношением

<Лн, к> = <м, к>(а), (4)

где и ■ — фиксированный, v — произвольный элементы из PPra1)(Q), 
Au^W^ (й).

Через (й) обозначим пространство вектор-функций Г(г) =
=s{Л(х) }”=i, , с нормой

Г VI 1 1/р
г=1,2,...

г=1.

Вместо Lp0)(Q) будем писать ЛР(Й):

n j/p
Lp(Q) = {f : ||Нг={}2 р^(*)1₽йг} <«>}.

г== 1 й

Через L(~r) (О) обозначается двойственное к Л^(й) пространство от­
носительно скалярного произведения в Л2(й), l/p+l/q=l.

Через П=Па обозначается ортогональный проектор пространства Л2(Й) 
на его подпространство потенциальных векторов.

Если

ф(п)=<п, у>+ jvAudx, (й),
й

то оператор N=Na определим соотношением

<р(р)=<г, Nu>, Nu=W<» (Й) УреИ^фЙ).

Лемма 1. Операторы N и А ограничены в пространстве ИЧр (й), 
д'^р^р', —г'^г^г.

Лемма 2. Оператор П ограничен в пространстве Lp~1' (й), q'^p^p',

Эти леммы могут быть доказаны с помощью результатов работ автора 
(8,9).

Лемма 3. Область значений оператора А в пространстве Wp) (й), 
Kr^r', 2=gp<p', является замкнутой.

Доказательство. Определим оператор В равенством

\Аи=В\и УмеЖ2<0(Й). (5) 
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Сохраняя соотношение (5), оператор В можно продолжить на пространст­
во Ь2 (й) с помощью равенства

5F=nctF VFe£2(Q), (6)

где а — оператор, отождествляемый с матрицей а. Это прямо следует 
из (4).

В силу (6) замкнутость области значений оператора S в JFp'(Q) сле­
дует из замкнутости подпространства потенциальных векторов в М2(Й) 
и конечномерности оператора а. Лемма доказана.

Положим

М*’” (Q)=U: (Q), Ми=0),

(Q)=TF‘r) (Й)ПЖ(,'0) (Й),

и обозначим через И7*/'’05 (Й) пополнение множества T7,0' (й) по норме 
пространства Wq r> (Й), l/p+l/q=l.

Согласно работе автора (9), разумным обобщением классической зада­
чи с наклонной производной в области й

, ди(х)
Ди(ж)=0, zeQ, —-— = ф(ж), x^dQ, (7)

ol

служит задача
<р(у) =<р, NAu), (8)

А
где и — произвольный, и — искомый элементы из (Й), а <р(п) — ли- 

д

нейный функционал над пространством ТТ^^Й), порождаемый гранич­
ным условием ф (ж) по формуле

ср(п)= do,
OQ

если граница дЙ области й достаточно гладкая; здесь do есть элемент по­
верхности 5Й.

Матрица а, неявно фигурирующая в задаче (8), связана с вектором I 
из задачи (7) соотношением

l=a*v, д/д1=1-\/,

где а* — транспонированная матрица к матрице a, a v — направляющий 
вектор внешней нормали к границе дй области й.

Из теоремы 1 вытекает, что двойственной задачей к задаче (8) служит 
задача

ф(р)=<р, МЛ’и>, (9)

где оператор А* порождается матрицей а* по аналогии с формулой (4), 
Таким образом, мы должны считать «двойственными» векторные поля 
l=a*v и Z*=av.

Теорема 1. Пусть N^(NA') есть ядро оператора NA в пространстве 
А

И^ЦЙ), Пусть N (~г) [ (МЛ)*] есть коядро этого же опе­
ратора (т. е. ядро сопряженного оператора (МЛ)* в двойственном простран­

стве И7(д-Г) (й), 1/р+1/^=1).
Тогда справедливы формулы

N^r> (NA)={u: V~‘ПаУнеИ^ (й)}, (10)
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N,~T) [ №)’]={«: V-^aVwe^"'-” (Й)}, (li;
A

где элементы и принадлежат соответствующим пространствам (Ж£>(й} 
д р

и PR(~r)(Q)), а V-1 есть оператор, сопоставляющий вектору \ и его потен 
циал и.

Доказательство следует из формул (5), (6), (8).
д

Теорема 2. Пусть [ИГ<~’’(Й)]* есть сопряженное пространство 
А А

к пространству W^> (Й) и пусть <ре[Ж(_г>(й) ]’.
д

Для разрешимости задачи (8) в классе W('> (Й) необходимо и доста­
точно, чтобы функционал ср был ортогонален всем решениям однородной 
двойственной задачи (9) (ip—0):

<рО)=о ууе^(_г)[(вд-].

Доказательство следует из леммы 3 и теоремы 1.
д

Теорема 3. Для разрешимости задачи (8) в классе (й) при лю- 
д

бом фе[ТУ£~г>(Й) ]’ необходимо и достаточно, чтобы однородная двойст­
венная задача (9) (где ip=0) имела лишь тривиальное решение:

N^[(NAY\ = {(J}. (12)

Как показано в работе автора (9), условие (12) выполняется, если 
ад'-д^О Va:#=0.

Отметим также, что многомерной задаче с наклонной производной по­
священы работы (6, ’) и другие.
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