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Б. А. МЕНЬ, член-корреспондент АН СССР Г. И. ЧУФАРОВ

К ВЫЧИСЛЕНИЮ СИММЕТРИЙНЫХ КОЭФФИЦИЕНТОВ

Симметрийные коэффициенты, такие как коэффициенты Клебша — 
Гордана (*), коэффициенты Рака, генеалогические коэффициенты, изо- 
скалярные факторы (2) и т. д., нашли широкое применение в квантово­
механических расчетах, в частпости в теории ядра (3), в теории свобод­
ного атома (4), теории кристаллического поля и в молекулярной спектро­
скопии. Имеются многочисленные таблицы такого рода коэффициентов 
и формулы для их расчетов, однако общей формулы, пригодной для вы­
числения всех групповых коэффициентов, до сих пор не получено. В на­
стоящей статье даются общие формулы для расчета универсальных 
симметрийных S коэффициентов (5) и рассматриваются свойства таких 
коэффициентов.

Нетрудно понять, что должна существовать формула 2р’г ” '...г
зависящая только от характеров представлений, входящих в S. Причем, 
эта формула должна быть такой, чтобы выполнялись равенства

ГО"Г1"...ГП" ^Го'тр'...гп" . .
■ЬГОГ1...ГПГОТ1'...Г„' =^ГО'Г1-...Г„-ГОГ1...ГП, (I)

уго"г1"--ги" уго"г1"--.г{" yri"ri+l--rn" .
2jror1...r„roT1'...rn' = AvY-r^oTf,., Г/- А\Г{+1...Г„Г/Г?+1...ГЯ'-

Оказывается, что подходящим инструментом при построении такой фор­
мулы являются тройные произведения составных характеров. Определим 
нижний S коэффициент трех цепочек представлений 

(3)

входящих в S коэффициент, следующим образом:

2г0г1...гпг0'г1'...гпт0"г1"...гп" = У, Г У, %r0feo),Wgi),-"’zrn(£n)'lx
g0-gv...-gn=g J

x Г У, ХГо • Ю Ч' &/) ■ • • • ’ Хгп' X
L g0'-g1'--.-gn=g j

№Gi
x [ £j zr0" XiY' Ю ■■■■■ Хг„- Ю] (4)

giSGi

(где Г,-, Г/, Г," представления группы G,-, причем Go=>Gi=>... =>G„, при раз­
ложении П, Г/, Г," на (?1+1Г<+1, Г',+1, Г{+1 встречается ровно один раз и в 
разложении произведения Г0ХГ0' Го" встречается также один раз). Спра­
ведливо равенство
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(5)

Отметим, что вывод соотношения (5) из элементарной теории характеров 
получить не удалось. Возможно, что это новое соотношение для характеров, 
не являющееся следствием из известных соотношений ортогональности. 
(| GJ — порядок или объем группы G,.)

Очевидно также, что
2г0Г1...ГпГо'Г1’...Гп'Г()'’Г,'’...Гп"—5г11'Г1'...Гп’Г0Г1...1-,1Г0"Г1”...ГЛ" —

=2г0"Г1"...Гп''Г(|'Г1’...Г„'Г0Г,...Г„.
(6)

Таким образом, действительно, функция Хгог1...гпг,’г1’...г»'г."г1"...г),” облада­
ет всем необходимым, чтобы быть важной составной частью формулы для 
2г°г/... г г" r/...г '• Такую формулу удается получить. (Г — комплексно 
сопряженное к Г.)

| уТ“ •" 1-П | _
| ^ТоГ1 ... Г^Го'Г/ ... Г?у I — 

|ГО"|.|;Г1|.|Г1'|.|Г1"|.....|ГП|.|ГП' |iv
| Go | • | GT |3 • . .. • | G„ |3 ^г

(где |Г;| — размерность представления Г„ a |GJ—объем или порядок 
группы G;). Из формулы (7) легко вытекает соотношение симметрии для

,Г0"ГГ ... г
‘ГЛ... Г^о’Г/

/ | Го-| - | Г.,/ | у.
(8)

Таблица 1

S е (12) (13)
(23) | (123)

(132)

Bl (g) 2 2 —1 — 1 — 1 ■ 1
Вг (g) 2 —2 1 1 —1 — 1

Формула (7) является общей формулой для расчета симметрпйных ко­
эффициентов. Она особенно полезна, 
если все группы, входящие в це­
почку Go^Gj^ ... =Gn, конечны. 
В случае, когда эти группы являют­
ся компактными группами Ли, фор­
мула (7) приводит к многократному 
интегрированию по группам цепочки. 
В случае, когда цепочка состоит 

двух групп Go^Gi (наиболее важный случай), формула (7) при- 
следующий вид:

всего из 
обретает

[ уГо'Тх"
I ^ГоГхГо'Гх'

(|Г0"|-|Г1|-|Г1'| _ р
V IGol-IGxI3 ^ТоГ.Го'г/г./гр (9)

Отсюда видно, что изоскалярные факторы пар групп можно вычислять 
через четырехкратные интегралы по этим группам вида:

(Ю)

Рассмотрим пример. Цепочка групп згръ (nft — симметрическая группа 

на к символах). Вычислим используя формулу (9).
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Составим таблицу для значения выражений

X[21](g/i-‘)Xi2iWI ^(ёг) = ^|Х[21](?Л-1)Х[Р](Л) (11)

Лел2

на элементах группы g^n.3. Эти выражения являются составной частью 
коэффициента ^гщгпгщСпмш”] (см- табл. 1).

Согласно (4),

(12)

| уГ21][12] I 1
/2

знака перед коэффициентом

2[21][2][21][r]L2U][l’]j
• (13)

[ | Л31 • I л2 ]3

вопросе выбора
Нетрудно понять, что каждый такой коэффи­

циент определен с точностью до фазового множителя в связи с тем, что 
функции неприводимого Г„" подпространства, входящего в унитарный 
базис Г„" подпространств, могут быть умножены на е1ф без изменения усло­
вий редукции по цепочке групп и с сохранением унитарности. Это значит, 
что в матрице перехода, состоящей из 2 коэффициентов, любая строка и 
любой столбец могут быть умножены на некоторый фазовый множитель. 
Если условиться, что 2 коэффициенты действительны (возможность выбо­
ра всех 2 коэффициентов действительными — открытая проблема), то у 
любой строки и любого столбца матрицы 2 коэффициентов можно сменить 
знак. Таким образом, знаки перед 2 коэффициентами следует выбирать 
так, чтобы матрица перехода была унитарной, но при этом остается произ­
вол, связанный с умножением любой строки и любого столбца матрицы 2 
коэффициентов на — 1.

Приведенные соображения не исчерпывают полностью вопрос согласо­
ванного выбора знака перед 2 коэффициентами. Более подробное рассмот­
рение будет проведено в специальной статье. Дадим сводку формул, 
занных с универсальными групповыми коэффициентами.

Остановимся на 
г»"г»"... г "

^Г.Г1... ГЯГО'Г,'... гп-.

свя-

geGo

(ГоГх ... rng) = У, Хг.Ш-ХщЫ • • • • Xrn(gn), (Ai)
gfgl-... -gn=g

Si^Gi

2г,Гх... гпгот,'... гпт,'тг... гп" =

= V (Го1\ ... Tng) (Г0Т/ ... Г/g) (ГО"ГХ". ■•Г/g); (А2)

2г.г.... гпГо'Г1'...г-г.'ТГ ... Гп" = 2г.Т1'... ГпгоГ1...гпг0"Г1"... г„' -

= 2г0'Т/- ... Гп"Го'Г,'... ГпТ,Гх ... гп; 

2гоГ1...ГпГо'Г1' ..Г^Го'Тх"...^" =
(А3)

1
|Gx

1 2г0Гх ... Г.Го'Гх' ... Г.'Го'Тх" ... Г," 2р г г г'г р ,р.„р р »,
I 1 г 1 1 г1 г+1 - 1 п г г+1 « « i+1 ч

(А4)

1 уГ° Г1 ... гп
1^ГоГ1...ГпГо'Г/...Гп'|=- (А5)
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40Г1Г0 Г1
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