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Пусть непрерывная в (а, Ь) функция и (х) удовлетворяет условиям

lim и (ж)р (х) = lim и(х) р (х) =0, (1)
х-^а х->Ь

С,,., С (иР, ь)J \и(х) IdxCoo, J--------------di<°o, (2)
а о

где 1= (Ь—а)/2, р(х) = (х—а)2{Ь—х)2, iv(up, t) — обычный модуль непре­
рывности функции и(х)р(х) на [а, &] (в точках а п b и(х)р(х) предпола­
гаем равной пулю).

Класс функций и(х), удовлетворяющий условиям (1) и (2) с нормой 

li и IL(P)= j l«(s) \ds+ J—- ^—dl,
a 0

обозначим через ./(p), а класс функций u(x), удовлетворяющих условию 
(1) с нормой

Йщ|с»(р) = sup Нт) | р (х) ,

через С°(р).
Для оператора

и (S)
S—x

ds, a<x<b, (3)

где интеграл понимается в смысле главного значения, имеет место 
Теорема 1. Сингулярный оператор (3) действует из /(р) в С"(р) и 

удовлетворяет условиям

г ЙЗ г , с ю (ио, t) 1d) J |u(s)|ds+ J------ ----- dtj, (4)
о о

Г , , г w (up, t)
w (pSu, о) C(A-«)2 |u(s) |ds+440 —-------~dt.

J J i(i+o)
(5)

Для доказательства теоремы 1 оператор pSu нужно представить в 
виде

г г “(s)p(s)
oSu= K(x,s)u(s)ds=------------ ds,
' •> J s—xa a

где
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(7)

1
K(z,s)=— J p'[S+0(x—s) ]d0,

а затем воспользоваться неравенствами

Rllc^J
О

w (Sf, o) sS44o f ' - - dt,
J t(t+a)

справедливыми для функций /(.г), обращающихся в нуль па концах от­
резка [а, &], для которых сходится интеграл в правой части неравенст­
ва (6).

Следует отметить, что оценки (6) л (7) могут быть получены (с неко­
торыми неопределенными константами) и из аналогичных оценок 
Л. Г. Магпарадзе (’). установленных им в случае замкнутого контура ин­
тегрирования.

Замечание 1. Теорема 1 и оценки типа (4) и (5) остаются в силе, 
если в качестве веса р(.т) взять функцию

(х—с,)2. a=c0<ci<c1< ... <cn-.i<cn=b, (8)
г=0

а условие (1) заменить условием 1йпр(г)в(х) =0, г=0, 1, 2, . . . , п.

О п р е д е л е и и е. Скажем, что непрерывная в (а, Ь) функция и(.т)е 
еД(р, р0, р), если она удовлетворяет условию (1) и условиям:

w (ри, t) г ,
1 ) sup------------ = ГЦ (ри) < 0°,

cpi

где р^>1, Рп(.т) = (.г—а)"11’ " (Ь—.т)‘э<г 0<а, [}<1, ср(О)=О, <р(о) —поч­
ти возрастающая в (О, I] функция, удовлетворяющая условию

I
ф(7)

I (t+o)
dt

В классе /<с(р, рг„ р) введем норму

IIиli7<р(р, ро. II/||Pi>)Т77<р(ри). (9)
Легко показать, что Jc.(p, р0, р) является пространством Банаха с нор­
мой (9).

Теорема 2. Оператор (3) действует из Ц\р, р0, р) в Д:(р, ро, р) и 
ограничен.

Для доказательства этой теоремы нужно воспользоваться теоремой 
Б. В. Хведелпдзе (2) об ограниченном действии оператора (3) из Лр(р0) в 
£Р(Ро) и неравенством (5).

Если обозначить через Л/(р, рп. р) класс функций и (х) ^Ц(р. р0. р),
для которых

lim
w(pw, t)

ф(7)
О, (10)

(•—о
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то, воспользовавшись тем, что для функций и (я), удовлетворяющих услс 
вию (10), выполняется условие

о f u;(up,i)
Inn —— ———— dt=O.
0->o (p(o)J t(t+o)

На основании теоремы 2 доказывается
Теорема 3. Оператор (3) действует из 7Ф°(р, р0, р) в 7ф°(р, р0, р) i 

ограничен.
Далее, обозначая через 7Ф, г(р, р0, р) класс функций и(х), удовлетво 

ряющих условию (1), для которых конечна норма

[ р wr(up, f)cpr(Z) ) </г11и|Ьф1г(р,₽0,Р) = ||п|1ьр(Р„)+ | J--------- —------dtj , г>1,
(J

и используя лемму 1 работы (3), стр. 530, неравенство (5) и указаннук 
выше теорему Б. В. Хведелидзе, можно доказать следующее утверждение 

Теорема 4. Оператор (3) действует из Iv,T(p, ро, р) в /ф,г(р, ро, р) i 
ограничен.

Если воспользоваться неравенством, доказанным в (4): 

ll/W*(W + ^p 0<^Z, р>1,

теоремой Б. В. Хведелидзе (2) и оценкой (5), то для и(ж)е/(р, р0, р) 
имеем

ll-S’«llc»(P)^Zo|g J In(s) |ds+g J dt+

где l0 — константа, не зависящая от и(ж).
По определению и (я) е/(р, р0, р), если и(х') е£р(р0) и удовлетворяет 

условиям (1) и (2).
Замечание 2. Теоремы 2, 3 и 4 остаются в силе, если

p(^)==JJ \х—С;|т, Po(-r)=JJ lx — Ci |аг<р_1), р>1, 0<CCi<l,
г=0 г = 0

«=с0<с1< ... <c„_1<cn=&, пг>2.
В заключение отметим, что инвариантные относительно оператора (3) 

классы IIWl, W2, w, (4,5), а также класс Н* Н. И. Мусхелишвили (6) со­
держится в пространстве 7ф(р, р0, Р) при соответствующем подборе ср (о), 
аир.
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