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Пусть Н(0) есть 2л-иериодпчсская функция, тригонометрически вы- 
пуклая при заданном порядке р (см. (*)),  со значениями в (— + °°] и

(Я) — множество функций того же класса, удовлетворяющих неравен­
ству /i(A) <Н (А), О=+0<2л. Пусть, кроме того, функция Я (А) непрерывна 
на каждом замкнутом интервале, где она ограничена и 9Ж//)+ + Обозна­
чим через £7~it, ТгеЭЦЯ), банахово пространство целых функции, для кото­
рых конечна норма

IIфIIA=sup I ф (ге'“) I exp [ — h (0) + ],

н через £?~(Я) индуктивный предел семейства Сопряженное про­
странство ё (И) (Я) является пространством Фреше (2).

Теорема 1. ^(Я) и ё(II) являются совершенно полными монтелев- 
скими пространствами.

При доказательстве этой теоремы мы используем результаты рабо­
ты (:;).

Целую функцию ф(л) назовем допустимой для нары пространств 
5^(7/,), &~(Н2), если фф^^“(Я2) при (II0) ■ Множество функций, до­
пустимых для пары СЕ (Ih), (II2), обозначим через Л(IE, Я2).

Теорема 2. Пусть II 1; Я2 таковы, что из Я ДО) =+°° следует Я2(0) = 
= -]-ос><

Тогда ср^Л(1Е, Н2) в том и только том случае, когда ф — целая функ­
ция не выше нормального типа при порядке р с индикатором /гф(0), удов­
летворяющим неравенству /гф(0)СЯ2(0)—ЯДб) при тех 0, где Я2(0)<°°.

Обозначим через D оператор, сопряженный с оператором умножения па 
независимую переменную в пространстве (Я). Пусть д^ё (Я) опреде­
ляется для цеС1 равенством <би, t|?>=i|5(|a). С каждой целой функцией 
ф(2.) свяжем линейный (быть может, неограниченный в ё (II)) оператор 
ср (Я), определяемый па плотной в ё (Н) линейной оболочке линейно неза­
висимой системы векторов {б,} равенством <ф(О)бм, ф>=ф(ц)х|Дц), фе 
Е^(Я). Пз теоремы 1 и теоремы о замкнутом графике можно получить 
следующее утверждение.

Т е о р е м а 3. Оператор ф (D) допускает продолжение до линейного опе­
ратора, определенного на всем, ё (IE) и отображающего его пространство в 
ё (IE), тогда и только тогда, когда (IE, Н,)-

Отметим, что в случае ц^Л(Н2. Н,) будет ф(Р)=Ф*,  где Ф: &"(Н2)^>- 
-^-Е'(Н,) — непрерывный оператор умножения на функцию ф(А).

Теорема 4. Пусть ф(X) =2)с;,/?+0 — заданная целая функция. Для 
существования предела

п

в слабой (а. тогда и в сильной) топологии пространства ё (Я2) на каждом 
векторе 1^ё (IE) необходимо и достаточно, чтобы:

555



1) ф(7) была функцией не выше нормального типа при порядке р;
2) выполнялось неравенство Яг(0) =СЯ1 (0);
3) в случае НДд)^00 тип о, функции ср удовлетворял неравенству

Оф^т1[Я1(0)-Я2(0)],

где нижняя грань берется по всем 0е[0, 2л], для которых НДд)<°о.
Эту теорему мы выводим из теоремы 1 и теоремы Банаха — Штейнгау- 

за. Отметим, что вопрос о существовании предела (1) в различных про­
странствах аналитических функций восходит к работам Пинкерле (4) и 
Бурле (5). Изложепие результатов, полученных до 1961 г., дано в обзорах 
Р. Д. Карникаэля (6) и А. Ф. Леонтьева (7); дальнейшие обобщения при­
надлежат Ю. Ф. Коробейнику (8). Наша теорема 4 является обобщением в 
несколько ином направлении.

Теорема 5. Для того чтобы непрерывный линейный оператор Т: 
(Г (Иt)(Н2) коммутировал с оператором D, необходимо и достаточно, 
чтобы он имел вид Т=ф(Я) = Ф‘ при (Я2, Я4).

Пусть 5}(Я)с[0, 2л] — объединение всех точек разрыва функции Я(0) в
и точек роста функции * Я/(0)+р2$ Я(ф)йф и пусть 91(Я) = {Х: argZ=0, 
0е5Н(Я)}. Если ф — целая функция не выше нормального типа при поряд­
ке р с индикатором Лф, то фе.#(Я, H+hv) и Ф*=ф(О):  (H+h^) -+<о (Я).

* В двусторонней окрестности каждой точки роста эта функция отлична от по­
стоянной.

** Теория целых функций вполне регулярного роста изложена в (‘).
*** См. (“>).

Теорема 6. Для того чтобы уравнение

<f>(D)g=f

было разрешимо в (H+hv) при любой правой части j<^(o(H), необходимо 
и достаточно, чтобы на множестве лучей УДН) функция ф(Л) имела вполне 
регулярный рост **.

Достаточность условий теоремы мы получаем при помощи теоремы Ба­
наха об обратном операторе, необходимость устанавливается на основе од­
ного характеристического свойства функций вполне регулярного роста, 
найденного В. С. Азариным (9).

При Я(0)>О пространство <о(Я) с помощью обобщенного преобразова­
ния Бореля В по функции Миттаг — Леффлера ЯР(Л, 1), теория которого 
изложена в (10), изоморфно отображается на пространство A(G) функций, 
голоморфных в p-выпуклой области G с р-опорной функцией***  Я( — 0), 
наделенное открыто компактной топологией. Этот изоморфизм осуществля­
ет оператор (Я*) -1: (H)->-A(G), а оператор DE=(B*)~ lDB*  оказывается
оператором обобщенного дифференцирования Гельфонда — Леонтьева (по 
функции Яр(Л, 1)), который был введен в (“). В результате при Я(0)>О 
теоремы 5 и 6 допускают следующие аналитические реализации.

Теорема 7. Пусть Gh G, — плоские p-выпуклые области с р-опорны- 
ми функциями ЯД0), Я2(0) и пусть O^Gi^Gt. Для того чтобы непрерыв­
ный оператор Т: A (G,) (G,) коммутировал с оператором Гельфонда —
Леонтьева DE, необходимо и достаточно, чтобы он имел вид

f^A(Gi), z^G2, (2)
i

здесь у(£) —функция, голоморфная вне фиксированного p-выпуклого ком­
пакта К, 0^.Я, р-опорная функция h(Q) которого удовлетворяет неравенст­
ву /г(О)=^Я,(0)—Я2(0) во всех точках, где Я1(0)<°°, ЯЕ= 
= (Я*) _1Яр(£Я, 1)Я*  — оператор обобщенного сдвига, а контур I охватывает 
компакт К.

При р=1 требование 0еЯ2 в условии теоремы можно опустить. Опера­
торы В, De и Яс превращаются соответственно в классическое преобразо- 
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ванне Бореля ('), дифференцирование d/dz— в сдвиг/(z)а опера­
тор (2) — в обычную свертку. В этом случае утверждение теоремы 7 из­
вестно (12_14).

Теорема 8. Пусть ср(X) —целая функция нормального типа при по­
рядке р с индикатором Л(0) и fe+(0)=max[Zi(0), 0]. Пусть Gt, G2— пло­
ские p-выпуклые области с р-опорными функциями ЯД0), Т/2(0), где 
ni(Q)=n,(Q')+h+(—Q), Я2(0)>О и К — компакт с р-опорной функцией

Для того чтобы обобщенное уравнение свертки

f(=A(Gt), z^G2, (3)
I

в котором <f>=B<p, a I — замкнутый контур, охватывающий К, имело реше­
ние f^A(Gt) при любой правой части g^A(G2), необходимо и достаточно, 
чтобы функция <р(Х) имела вполне регулярный рост на множестве лучей 
91(Я(-0)).

Вопрос о достаточных условиях разрешимости неоднородного уравне­
ния свертки в комплексной области, к которому сводится (3) в случае 
р=1, исследовался в работах (15-17). Как сообщил автору О. В. Епифанов, 
он ранее получил теорему 8 в случае р=1.
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