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Пусть f — отображение топологического пространства А' в топологи­
ческое пространство У, X'=OiUO2, где СТ и О2 открыты, и известно, что ог­
раничения f на Ot и О2 непрерывны. Тогда отображение f непрерывно на 
всем пространстве X. Однако непрерывность отображения I заменять на 
0-непрерывность *,  вообще говоря, нельзя. В и. 1 данной работы строится 
пример отображения, которое 0-непрерывно на двух открытых подмно­
жествах пространства X, но не 0-иепрерывио на всем X. Этот пример яв­
ляется также примером слабо 0-непреры иного, по не 0-не прерывного ото­
бражения**.  В то же время оказывается, что если отображение / 0-не-

* Отображение f: X-+Y называется 0-непрерывным, если для любой точки х^Х 
и любой окрестности Of (а) ее образа /(х) существует такая окрестность Ох, что 
j[Ox]^[Of(x)] (см. (’О).

** Отображение f: X-+Y называется слабо 0-пепрерывпым. если для любой точки 
х:~Х и для любой окрестности Оу точки y = f(x) существует такая окрестность Ох. 
что f (Ох) ^[Оу] (см. (•)).
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прерывно на замкнутых подмножествах, то оно 0-пепрерывно и на их 
объединении.

Во второй части работы рассматриваются отображения пространств 
0-близости.

Сначала дадим несколько определений.
Определение 1 (3). Хаусдорфово пространство X называется про­

странством 0-близости, если для всяких двух подмножеств А и В из 
А’ имеет место одно из двух соотношений: А 05 (А 0-близко к В) или 
А В В (А 0-далеко от В), причем выполнены следующие аксиомы:

1) А ев=^веА;
2) /10 Я„ 1=1, 2, ^АВ(ВХВ2)-
3) фВХ;
4) xQy~^x=y,
5) А 9В=> существует такое канонически открытое множество С=>А, 

что (70 5 и /10 (Х\[(7]);
6) х 0 А=> любые окрестности точки х и множества А пересекаются.
На любом хаусдорфовом пространстве А' можно задать максимальную 

0-близость: подмножества А и В 0-далеки тогда и только тогда, когда они 
обладают непересекающимися окрестностями.

Определение 2 (3). Центрированная система открытых множеств 
т={Я} пространства 0-близости X называется _0 - с и с т е м о й, если для 
любого II существует такое II'=т, что Я'0(А'\[Я]). Максимальная 
0-система называется 0-концом. В случае максимальной 0-близости 
0-концы совпадают с максимальными центрированными системами откры­
тых множеств.

В множестве ЪвХв всех 0-концов пространства А' задана топология, базу 
которой образуют множества вида Он, где Я - произвольное открытое 
множество в X и Он={т|тэЯ}. Рассмотрим подпространство Хв простран­
ства bsXs, состоящее из 0-концов, касающихся какой-либо точки х^Х 
(0-конец т] касается точки х, если х^ [Я]). Определено естественное Нет]
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отображение ле: Хв^Х подпространства Хв на X, которое ставит в соот­
ветствие 0-концу его точку прикосновения *.

* Для любой точки м X. существует 0-конец, который ее касается (см. (3)).

Определение 3 (3). Отображение /: Х-+Y пространства 9-близости 
X в пространство 9-близости Y называется 9-близостно непрерыв- 
н ы м, если оно удовлетворяет следующим условиям:

1) A,B<=Y,A Qf^B;
2) A,B~Y. 4 0 5=></-1[4]>0</-1[В]>.
В. В. Федорчуком доказана следующая теорема, которая является обоб­

щением теоремы IO. М. Смирнова (2) о продолжении 6-отображений.
Теорема 1 (3). Пусть f: Y — Q-близостно непрерывное отображе­

ние пространства Q-близости X на регулярное пространство ^-близости У. 
Тогда существует такое непрерывное отображение fe: beXe-*-b eYe прост­
ранства ЬвХ0 на пространство beYe. что fe(X0)<=Ye, и коммутативна диа­
грамма 

где Н' ~ ограничение fe на Хв.
В и. 2 данной работы строится пример 9-близостно непрерывного ото­

бражения хаусдорфовых пространств, для которого пе существует отобра­
жения /в, т. е. доказывается, что 0-близостной непрерывности / недоста­
точно для существования отображения /0 в случае произвольного хаусдор- 
фова пространства У.

Поскольку пример строится для пространств с максимальной 9-близо- 
стыо, этот результат можно сформулировать и так:

Существует отображение /: X-+Y, удовлетворяющее условиям близост- 
ной непрерывности 1) и 2), которое не продолжается до такого непрерыв­
ного отображения гиперабсолютов F: 0Х->0У, что коммутативна диа­
грамма 

Ya

Y

где л.т, лУ — канонические проекции абсолютов Ха, Ya, a F' — ограничение 
F на Ха.

1. Пример .1. На отрезке [0, 1] возьмем последовательность точек 
{«*},  монотонно сходящуюся к нулю. Далее на каждом интерва­
ле (aA+1,ак) возьмем последовательность {ак}, монотонно (ак‘<агкл ) схо­
дящуюся к точке а,.. Положим

А=(щ+1,щ)\ и [ak'~l,ak2i], Bk=(ahJrl,ah)\ (J (a2k*“* , а,Д).
‘ i —i г=1

Определим топологию в пространствах X и У. Будем считать, что па 
отрезке [0, 1] задана интервальная топология, усиленная следующим об­
разом:

В пространстве X окрестностями точек ак являются множества: =^-

= U / ai?‘] U {а<}, окрестностями точки 0 -множества Von= i~n
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= (J U {0}, в пространстве Y окрестности а: — Va%:~ [J (af 1, afi2i) (J 
й=д i=n

U {flJ, нуля — Vo”= U A*  U {0}- Очевидно, что в пространствах X и У k=n
выполнены аксиомы топологического пространства п, кроме того, X и У 
хаусдорфовы.

Возьмем в пространстве X два открытых множества Ot=X\{0}, О2~ 

=Х\ U {а4- Легко проверить, что тождественное отображение f: X-+Y ь=1
0-непрерывно на Ot и О2.

Однако па всем пространстве X ©-непрерывность в точке 0 наруша­
ется, поскольку замыкание любой окрестности нуля в X содержит точки 
ак, а в У существует окрестность нуля (например. У/), замыкание которой 
не содержит точек щ вообще. Таким образом, отображение / не 0-непре- 
рывно на пространстве X.

2. Имеет место следующее необходимое условие, которому должно 
удовлетворять непрерывное отображение /е: Ь,Л^bflYe, чтобы диаграмма 
(*)  была коммутативна:

для любого 0-копца любого Пет и любого пересечение
ЯГКУУТ1]) непусто.

Рассмотрим пример 2. Разобьем множество R рациональпых точек 
интервала (0, 1) на три непересекающихся всюду плотных подмножества 
(обозначим их Л, В, С). Далее мпожество J иррациональных точек интер­
вала (0, 1) разобьем на шесть непересекающихся всюду плотных подмно­
жеств (А', В', С', АВ, АС, ВС). Положим А=А'ЬАС'ЬАВ, В=ВГ]ЬВС^АВ, 
C=C'UAC\)BC.

В качестве исходного множества для построения пространств X и У 
возьмем интервал (0, 1).

Положим 5(а'?> = {х|хе5, а<х<$}, где S — некоторое подмножество 
X или У.

Будем считать, что в пространствах X и У задана обычная интерваль­
ная топология,_но, кроме того, в пространстве X объявим открытымп_мно- 
жества Л<0' °, В(о- ”, С<0,1}, Я(о’п, в пространстве У — множества 2?(0’4), 
£(о, I) J(o, О

Окрестностями точек г^В в У назовем следующие множества: если 
?-еЛ, то Or=Afa-t‘\ г<=(а., 0); если г<=В, то Ог=В 7 ?). r=(a, f>); если г^С, 
то Or=C{a’, re (а, (3).

Полученные пространства X и У, очевидно, хаусдорфовы. На X и У за­
дадим максимальную 0-близость.

Докажем, что тождественное отображение /: X-+Y 0-близостно не­
прерывно. Достаточно показать, что для любых открытых непересекаю- 
шихся множеств М и Л7 из У выполняются следующие соотношения:

4) 2) </-* [Я]>Л</-1 [П]>=Р. ‘
Проверим выполнение соотношения 1). Положим

Nr=NC\R, Лф=УП7. Очевидно, чтоУ Ж, 0Л‘АФ. 0/“W.,, f-'M^ f~lNR. 
Покажем, что /-M/R0/_Wn, т. е. J/R и NR имеют в пространстве X непере- 
секающиеся окрестпости.

Возьмем x^MR. Чтобы упростить рассуждения, будем считать, что 
c’s/L Тогда существует такой интервал (ах, Зт), что и хе
е (ах, Рх) • Ясно, что никакая точка из NR не принадлежит интервалу 
(av, ^х), так как любая окрестность любой точки у^(ах, рх) пересекается 

с А{ах‘ w, а пересечение МлГ1Пк пусто. Положим (ах', $*')  =

Множества OilR= [J (ах, $х) и ORR = (J (а/, ,3/) не пересекаются и 
«еМв хеУ'я
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являются окрестностями в X множеств Мв и Л’н соответственно. Значит, 
f~lMn б /-wR.

Теперь покажем, что пересечение множеств и </~‘[Л7]>
пусто. Эти множества, очевидно, не пересекаются по /, так как топологии 
на Jx и совпадают. Покажем, что </"'[Л7] >3</'I[7V] > Л/? = ^. Это утверж­
дение эквивалентно следующему; множество [М} П [7V] не содержит ни од­
ного непустого интервала из R. Предположим противное. Пусть R(a’ ;3)|— 
е=[Л] ?[2V], Возьмем из интервала (а, р) точку а^Л. Любая окрестность 
этом точки пересекается с М,, значит, Поскольку Mj откры­
то, хотя бы одно из множеств AC1'3-пли АВ(а- м пересекается с Мj. По­
ложим для определенности, что АВ‘а- Тогда существует такой
интервал (од, р), что АВ'ГЗ‘- Теперь возьмем точку сеС из
интервала pt) и, проведя аналогичные рассуждения, получим, что су­
ществует такой интервал (а2, р2)^(а1. pt), что либо АС(а2- либо
ВС{а"- 3-'~М,. Для определенности будем считать, что АС(а’- mcMj. Итак, 
мы имеем ЛС(“2' ^UAB^-^^Mj. Ио так как 2170^=0, то 2УГ17(“2> 
с5С(с[-’ откуда видпо, что R{a’- м не содержится в замыкании N, по­
скольку [А’] заведомо не содержит множество Л1"2-32'. Следовательно, 
/?'"р! не содержится в замыкании А7. Противоречие.

Итак, отображение f 6-блпзостно непрерывно. 0-копцами в X и Y 
являются максимальные центрированные системы открытых множеств, 
так как на X и Y задана максимальная 0-близость. В частности, система 
g0 = {R{a-р>| a<V2, P>V2, а, ре[0, 1]} будет 0-системой пространства X. 
Пусть S — 0-конец, мажорирующий эту 0-систему.

Покажем, что для любого 0-коица т^ДЛО, существует такое множество 
П=т. что пересечение </_1[АД >П7?Х пусто. Возьмем произвольный 0-конец 
тЕ&еУп. Любое множество Тех пересекается с множеством Ф=Л2?(0,1)и 
иЛС'0’ 1)UZ?Cr(0> так как Ф всюду плотно в Y. Поскольку ИТ?* 0’11, ВС{0’'\ 

15 открыты, и т — максимальная центрированная система, хотя бы 
одно из множеств ЛВ(О’П, ВС(0-n, АС{а' п принадлежит т. Это множество 
и будет искомым, поскольку </_1[ЛВ(0' *’] >П7?Х=</_‘1[ИС<0' 1)]>ПЯТ= 
=<(-1 [ВС<0' 1)]>ПВХ=95. Тем самым доказано, что никакое отображение 
g: biXix^biiY,, не удовлетворяет в точке g указанному выше необходимому 
условию, следовательно, не существует такого непрерывного отображения 
/9: Ь.Х^.-^ЬА’.,, что коммутативна диаграмма (*).

В заключение автор приносит благодарность В. В. Федорчуку, под ру­
ководством которого написана эта работа.

Московский государственный университет Поступило
им. М. В. Ломоносова 8 II 1974
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