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* Все рассматриваемые в статье гильбертовы пространства предполагаются се­
парабельными.

** Через а/ обозначен элемент алгебры Do. соответствующий функции /(со) (Q).

И xV-МЕРНЫМИ ВЗВЕШЕННЫМИ СДВИГАМИ

(Представлено академиком С. М. Никольским 29 V 1974)

Пусть D—С’-алгебра с единицей, Da — ее центр, а В — такая С'-алгеб- 
ра, что D—B и существует унитарный элемент и^В. определяющий авто­
морфизм d С”-алгебры D-. а^-и*аи  и такой, что линейные комбинации 
п
Хам‘, (12=0, —°°<k^n<°°, плотны в В. С*-алгебра  Do, изоморфная алгеб- 
i=k
ре С (Q) всех непрерывных функций на компактном пространстве макси­
мальных идеалов Q алгебры Ьо, инвариантна относительно автоморфизма: 
d, который порождает гомеоморфизм t компакта Q. Орбитой в Q относи­
тельно t называется множество точек {со,,}, —°°<7г<о°, таких, что ta>n= 
=con_i. Иногда вместо В будем писать B(D, d).

Пусть л — некоторое неприводимое представление С’-алгебры В в гиль­
бертовом * пространстве Ня. Известно, что Ня разлагается в ортогональ­
ную сумму подпространств Нт, 0^лг<°°, каждое из которых изоморфно 
ЛЦт2(й), где ц„, — некоторые меры на Q. Можно считать при этом, что сре­
ди мер и,„ существует максимальная мера иол, которой все меры п;;1 под­
чинены, см. (*).

Теорема 1. Мера щ/ квазиинвариантна относительно t и гомеомор­
физм t эргодичен. щ11 — либо непрерывная, либо атомическая .мера. Если 
цол — атомическая мера, то множество точек ненулевой меры совпадает с 
одной из орбит гомеоморфизма t.

Теорема 2. а) Если мера ц</‘ непрерывна, то С*-алгебра  л (В) не со­
держит компактных операторов.

б) Если D—GGR-алгебра, а ц/ — атомическая мера и если орбита {со J 
гомеоморфизм,a t, на которой лежат все точки ненулевой меры, бесконечна, 
и состоит из изолированных точек, то я{В) содержит все компактные опе­
раторы. Если орбита конечна и каждому неприводимому представлению 
коммутативной С”-алгебры D„, определяемому точкой орбиты, соответству­
ет единственное неприводимое представление С*-алгебры  D, то С*-алгебра  
л (В) содержит все компактные операторы.

в) Если ц0'" — атомическая мера и орбита {со„} гомеоморфизма t бес­
конечна, то представления. лш„=л| D | ИЫ„ алгебры D в пространствах Н.,,= 
= {х^Ня,л(а/)х=/(ап)х для всех неприводимы. Если ор­
бита {(■•»„} состоит из неизолированных точек и представления лш„ тоже не 
изолированы между собой в двойственном к С-алгебре D пространстве. D, 
то в л(В) нет компактных операторов.

Теорема 3. Каждой орбите {со J в Q относительно t соответствует 
такое неприводимое представление л С*-алгебры  В, что цоя — атомиче­
ская мера и все ее точки ненулевой меры лежат на этой орбите. При этом 
разным орбитам соответствуют неэквивалентные представления.
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Пусть D — С*-алгебра  с единицей, все неприводимые представления ко­
торой имеют размерность, меньшую пли равную N. (Такие алгебры изуча- Д'
лись в (2).) Тогда D= U Pk(D), где Pk(D) — множество всех /с-мерных не- к^=1
приводимых представлении алгебры D, рассматриваемых с точностью до 
эквивалентности, будет локально-компактным хаусдорфовым простран­
ством. Автоморфизм d алгебры D порождает гомеоморфизм Т пространст­
ва D и множества P:' (D) инвариантны относительно Т. Из теорем 2 и 3 
следует

Теорема 4. Пусть D—C-алгебра с единицей, все неприводимые пред­
ставления которой имеют размерность, меньшую или равную N.

1) Для того чтобы у С*-алгебры  В не было неприводимых представле­
ний, содержащих в своих образах компактные операторы, необходимо и до­
статочно, чтобы в D не было орбит относительно гомеоморфизма Т, состоя­
щих из изолированных точек.

2а) Если С*-алгебра  D имеет счетную систему образующих, то для того 
чтобы В была GCB-алгеброй, необходимо и достаточно, чтобы каждая ор­
бита в D относительно Т состояла из изолированных точек.

б) Если В — GCR-алгебра, то существует взаимно однозначное соответ­
ствие между орбитами в D относительно Т и классами эквивалентных не­
приводимых представлений С*-алгебры  В, конечным, орбитам, при этом, со­
ответствуют конечном.ерные представления.

3) Для того чтобы две GCR-алгебры ВДВ1, dt), BAD". d2), под-С-алгеб- 
ры Dl, D- которых имеют счетные системы образующих, были изоморфны, 
достаточно, чтобы существовал изоморфизм <р алгебры D1 на D2, для кото­
рого cp°d2=d2°(p.

Оператор G называется Димерным двусторонним взвешенным сдвигом, 
если G унитарно эквивалентен оператору 5, определенному в гильберто­

вом пространстве Н= 2) ®С~У по формуле

S(...x_,, х„, х,,.А Ааха, AiX,

где х, — TV-мерные векторы, А, — положительные .V-мерные матрицы, назы­
ваемые матричными весами оператора G, вектор AtXi стоит на i—1 месте 
и последовательность {{Aj}=sup | (А,)Р9|, где (А,)рд — матричные эле- 

менты матрицы А{, ограничена. Через обозначим положительный опе­
ратор в Н, действующий по формуле

5Д...Х-!, х0, х1,...) = (...А-1-11х.-1, А~кх0, At-kX,,...),

где вектор Ai_kXi стоит на i месте, а через Uo — унитарный оператор дву­
стороннего сдвига,

Ua(...x_h х„, х,,...) =(...х_1, х1}, х,,...), (1)

где вектор Х{ в правой части формулы (1) стоит на i—1 месте. Обозначим 
через D С‘-алгебру с единицей, порожденную операторами Sk, 
—^oo<fe<oo. так как Z70*>S ;tl7o:=Sf!+1, оператор Uo определяет автоморфизм 
d С‘-алгебры D. Можно показать, что все неприводимые представления 
С*-алгебры  D имеют размерность, меньшую или равную N. Если оператор 
G обратим, то порожденная им С*-алгебра  B(G) изоморфна С*-алгебре,  
порожденной операторами Uo и Sh, —Следовательно, на С*-ал-  
гебру B(G) переносятся результаты теоремы 4. Обозначим через U(N') 
группу унитарных матриц порядка N. Используя теорему 4 и топологию в 
пространстве D, получаем следующее утверждение.

Теорема 5. Для того чтобы С*-алгебра  B(G), порожденная обрати­
мым N-мерным оператором двустороннего сдвига G с матричными весами
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At, —oo<zi<oo) была GCR-алгеброй, необходимо и достаточно, чтобы для 
любой последовательности целых чисел {mJ, 7=1, 2,... {среди п, может 
быть бесконечно много одинаковых чисел), для которой при всех целых i 
существуют lim и для любого минимального k-мерного проектора Е,

для которого lim [A^-tE—ЕА„~{]=0 при всех I, выполнялось одно из ус- 

ловий:
1) Существуют унитарная матрица U^U{N) и целое число М>0 такие, 

что для всех целых i

E(lim Л„._м_{)£=17*£(1ш1  Ar.ri)EU.

2) Существуют целое число М>0 и число р>0 такие, что для .любой 
матрицы U^U{N) и для любого целого п+0

sup { {U*E  (lim A^EU-EQin А „Е} } и,

где {{*4}}=  sup |Л?>3|, A pq — матричные элементы матрицы А.
1Ср, q<N

Все дальнейшие теоремы статьи следуют из теоремы 5.
Определение. Обозначим через т" сдвиг иа п единиц в множестве 

Z целых чисел: xn{i)=i—n, а через {ш} — множество i^Z, Мно­
жество KcxZ назовем периодическим множеством периода 
М, если М — наименьшее положительное число такое, что тм {К) =К. Мно­
жество целых чисел п, п+1, ..., п+т назовем отрезком длины тп.

Теорема 6. Пусть G— обратимый N-мерный двусторонний сдвиг с 
матричными весами At, R — фиксированная положительная матрица по­
рядка N, а К — такое множество целых чисел, что пересечения т+{К)0К 
бесконечны лишь для конечного числа п=п1,...,пк. Если .+ +Г1 для всех 
i^K, то R (G) —GCR-алгебра.

Теорема 7. Пусть G — обратимый N-мерный оператор двусторонне­
го взвешенного сдвига с матричными весами А,, — оо<£<оо; R}, R, — такие 
положительные матрицы N-го порядка, что порожденная ими алгебра бу­
дет полной матричной алгеброй и R2 не представима в виде U*RiU,  где 
U^U{N), К— некоторое множество целых чисел, и пусть At=Ri, i—K', 
Ai=Rz, i+K. Для того чтобы B{G) была GGR-алгеброй, необходимо и до­
статочно, чтобы К было либо периодическим множеством, либо таким, что:

1) существует целое т>0, для которого при всех п+0

[т" ({m} OK) П {Z\K) ] и [ V ({т} П {Z\K) )ПК]+&

2) для любого подмножества К^К такого, что для каждого п одно из 
множеств Т' {КО) OK, хп{К0) П {Z\K) конечно,

а) либо N{Kt, K)={n^Z, хп{К,)0К конечно} —периодическое множе­
ство,

б) либо существует такое целое число mKt>0, что для любого п+0 най­
дется целое i, | i \ для которого одно из множеств

[x^i{Kl)0K}0[v{Kt)0{Z\K)}, 
[rn+i {К, ) П {Z\K) ] U [ V {Kt) OK] 

конечно.
Следствие 1. Если для любого m>0 в множестве К содержится 

лишь конечное число отрезков длины т, 7 0 B{G) — GCR-алгебра.
Определение, а) Будем говорить, что матричные веса А,, 

—oo<i<o°, размерности М удовлетворяют условию Р, если для 
любого е>0 существуют такие целые числа Q{&), Z(e) >0, что каждый ин­
тервал {к, к+1{е)) содержит некоторое целое число q, для которого най­
дется унитарная матрица Uq^U{N) такая, что при всех i таких, что 
|г|5=<2(е) и | i+q | >Q{e), {{Е7,*Л ;+9179—4J}<e.
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б) Последовательность матричных весов {4,}, —oo<j<oo5 размерности 
N назовем почти периодической, если для любого е>0 существу­
ет такое целое число Z(e), что каждый интервал (к, к+Цг)) содержит не­
которое целое число q, для которого найдется унитарная матрица 7/д= 

такая, что {{t/g*A i+g£7g—4;}}<е при всех целых i, и периоди- 
ч е с к о й, если существуют наименьшее целое число Л/>0 и унитарная 
матрица U е U(2V) такие, что Ait.yt=U,AlU для всех целых I.

Теорема 8. Пусть G — обратимый N-мерный оператор двусторонне­
го взвешенного сдвига с .матричными весами At, —oo<i<oo; которые по­
рождают полную матричную алгебру.

а) Если веса 4, удовлетворяют условию Р, то для того чтобы С*-алгеб-  
ра B(G) была GCR-алгеброй, необходимо и достаточно, чтобы Ai=Qi+Z,, 
где Qi — веса, образующие периодическую последовательность, a Z. — та­
кие веса, что lim {{Zi}}=0. Если B(G) GCR-алгебра, то все ее неприво­

димые представления, за исключением эквивалентных тождественному, 
конечномерны.

б) Если веса А{ образуют почти периодическую последовательность, то 
для того чтобы С*-алгебра  B(G) была GCR-алгеброй, необходимо и доста­
точно, чтобы веса А( были периодическими. Если B(G) —GCR-алгебра, то 
все ее неприводимые представления конечномерны.

Замечание. 1) Если G—А-мерпый оператор одностороннего взве­
шенного сдвига (см. (3)), веса которого образуют полную матричную ал­
гебру, и оператор GG*  обратим, то С*-алгсбра  B(G), порожденная операто­
ром G, содержит идеал компактных операторов, к фактор-алгебре по кото­
рому применимы результаты теоремы 4. Отсюда следует, что для Л’-мерпо- 
го одностороннего взвешепного сдвига справедливы теоремы 5—8 и след­
ствие 1.

2) Для А'=1 большинство результатов работы было получено в (4). Ра­
нее в работе (s) для одномерного оператора взвешенного сдвига (т. е. для 
А=1) были доказаны и. а) теоремы 8 и частные случаи теоремы 6 и след­
ствия 1.

Автор благодарен М. А. Иапмарку за внимание к работе п А. И. Штер­
ну за полезные ее обсуждения.
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