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В 1930 г. А. А. Андроновым и А. А. Виттом (*) в связи с исследовани­
ем уравнения Ван-дер-Поля под действием малой внешней силы было об­
наружено рождение грубого предельного цикла при исчезновении негру­
бого состояния равновесия типа седло — узел. Несколько позднее А. А. Анд­
роновым и Е. А. Леонтович (2) эта бифуркация, наряду с другими основ­
ными тремя случаями рождения периодических движений, была пол­
ностью изучена для случая систем второго порядка. В многомерном про­
странстве основные бифуркации, связанные с изучением появляющихся 
предельных множеств при исчезновении сложного состояния равновесия, 
были рассмотрены в работах (3_6). В частности, в (5, 6) было обнаружено 
рождение одномерного базисного множества, гомеоморфного надстройке 
над некоторой топологической марковской цепыо.

Настоящая работа связана с изучением предельных множеств, появ­
ляющихся при исчезновении двукратного периодического движения L. 
Предполагается, что двукратное периодическое движение L возникло из 
слияния устойчивого и седлового периодических движений и что все тра­
ектории, являющиеся a-предельными к L, являются также и и-предоль- 
ными к нему, т. е. L вместе со всеми двоякоасимптотическнми траектория­
ми к нему образуют двумерный инвариантный тор. В такой постановке эта 
задача ставилась в работе (7), в которой было высказано без доказательст­
ва утверждение о сохраняемости инвариантного тора при малых возму­
щениях. Позднее в (8) была приведена также идея метода доказательства. 
Однако это утверждение, как следует из результатов настоящей работы, 
неверно (оно оказалось верным в случае, когда инвариантный тор явля­
ется гладким, см. теорему 1).

Рассмотрение проводится для случая диффеоморфизма, так как реше­
ние сформулированной задачи для гладкого потока сводится к изучению 
диффеоморфизма на некоторой секущей.

Рассмотрим однопараметрическое семейство С2-диффеоморфпзмов 
Т(у): Mm+l-+Mm+i (тга+1)-мерного С°°-гладкого многообразия Mm+i в 
себя, непрерывное по щ ц<=[—щ, ц0], в ^-типологии. Предположим, что 
отображение 4Г (0) имеет двукратную негрубую неподвижную точку О ти­
па седло — узел (C№dMm+l). В некоторой локальной карте U, содержащей 
точку О, Т’(ц) можно записать в виде

х=Аж+/(ж, z, ц)а;,
(1) 

z=z+7?(z, ц) + ^(а;) -z+g2(x, z, ц)ж,

где ||А || <1, /?—С2, а /, gi и g2—С^-гладкие функции по х и z, непрерывные 
по ц и обращающиеся в нуль при ж=0, z=p,=O, причем g2(z, z, 0) =0, а в 
разложении R (z, 0) =Zz2+ .. . ляпуновская величина Z>0.

Лемма 1. Существует окрестность Ua<=U точки О и число щ, 0<Ц1^ 
sJli,, такие, что для любого — щ, jLXi] в Uo существует однопараметри­
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ческое инвариантное семейство SDlj m-мерных поверхностей 

г=^+ф(,г, £, р.)гс,
где ф липшициру ема по х и £ в ц.

Сделав замену з->-£Н-ф(|, £, ц) z->g, Т’(ц) в окрестности Uo можно 
представить в виде

£+<₽(£, |х)£, Ц)

W+Ж н).
В новых переменных инвариантное семейство будет состоять из плоско­
стей d^[—d0, d0].

Очевидно, условие исчезновения седла — узла состоит в выполнении 
условия 7?(z, ц)>0. Всюду ниже предполагается, что это условие выпол­
нено при |т.>0.

Пересечение инвариантного луча {х=0, z>0} диффеоморфизма Т’(О)

с U обозначим через kv и [J 7,,1(0)Хц обозначим через X. Ясно, что Л. пред- k=i
ставляет собой образ стандартного луча R+={t: OsS£<°°} при отображе­
нии и: R+-*-Mm+1, являющемся инъективной иммерсией. Через дк будем 
обозначать множество всех предельных точек последовательностей 
{х(£„)},где /;1-*о°при

Предположение. <9Х= {0}.
Из этого предположения следует, что существует гомеоморфизм 

ф: к=Шдк такой, что ip является гладким отображением всюду, кро­
ме, может быть, прообраза точки 0. Естественно выделить два основных 
случая:

Ai) ip является диффеоморфизмом и, следовательно, Л является глад­
ким подмногообразием Mm+i.

А3) ф пе является гладким отображением в точке ip-1(0).
В первом случае имеет место следующая
Теорема 1. Пусть Л диффеоморфно S1. Тогда при достаточно малом 

ц Т(у) будет иметь замкнутую инвариантную кривую Л(ц)->Я при 
ц->0.

При этом число вращения Пуанкаре со(ц) положительно и стремится 
к нулю при ц->0.

В случае А2) ситуация, возникающая при исчезновении седло — узла, 
будет значительно сложнее. Здесь для широкого класса семейств диффео­
морфизмов для положительных значений у, характерно наличие сложной 
структуры глобального предельного множества.

В силу того, что ip не является гладким в 1 (0), точки на А можно 
разделить на два типа.

Определение. Точку Р^к назовем точкой 1-го типа, если 
npz dTn+blP |

\\dTn+klP\\ I =1,

где Ip — касательный вектор к /. в точке P^U, через прг обозначена проек­
ция на ось г, а к — некоторое целое положительное число такое, что 
T4‘^U.

Точку Р=к назовем точкой 2-г о типа, если

lim

п-> со

lim inf
71-»- ОО

npz dTn+4P
\\dTn+hlP\\

=0.

Здесь предполагается, что Mm+i снабжено римановой метрикой. Можно 
показать, что точек другого типа быть не может.

Рассмотрим мпожество Dd: ||гс||<е, — с/+ф(ж, d, 0) x^z^—d+q> (х, —d, 0)х, 
где d=d—R (d, 0).
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Лемма 2. Существует такое е>0, что для любого d, 0<d^e. и точ­
ки найдется такое п, что T 'P^Dd.

Из этой леммы следует, что и [J T'D^k. По характеру пере-
i— — oo

сечения X с Dd можно выделить следующие случаи:
АгВ,) XODd имеет только одну компоненту, уравнение которой x=h(z), 

где h(z) непрерывная, но не дифференцируемая функция (иначе реали­
зовался бы случай AJ.

А2В2) Пересечение % с Dd илы имеет одну компоненту, которая в виде 
x=h(z) не записывается, либо имеется несколько компонент.

Случай A2Bi не является общим, поскольку при малых С2-возмущени­
ях Г (0), сохраняющих седло— узел, мы получим либо Ai), либо А2В2).

Предположим, что можно указать такое 0<d<da, что
1) XnZ>d содержит по крайней мере две связных компоненты Г, и Г2, 

уравнения которых записываются в виде x=h1(z) и x=h2(z) соответст­
венно;

2) точки Г4иГ2 являются точками первого типа.
Эти условия назовем условиями «большой петли».
Теорема 2. При выполнении условий //.большой петли» существует 

счетная последовательность интервалов Д,= (ц/, p,/')c:(0, ц0), где Д^ПЛл= 
==6jft, ц/, при что Т(р) при цеЦА; будет иметь счетное мно-

i

жество периодических траекторий.
Следующее дополнительное условие позволяет получить более содержа­

тельный результат.
Пусть UpzzU0, и е удовлетворяет предыдущей лемме, достаточно мало 

и такое, что Т Dd^Ue. Пусть kd — наименьшее положительное число та­
кое, что 4j=T~'‘'Ts=:U,> и

| npz dT^lp

Величина о характеризует величину растяжения за /с, итераций.
Введем в рассмотрение топологическую марковскую цепь (т.м.ц.) 

(G(i), £2(i), кЛ, k>, о), состояниями которой являются ребра графа G(i):

Теорема 3. При выполнении условий «большей петли» 3), 4):
3) т(0) (ГО лг2=^, т(0)(г2) 314=0,
4) o>l+g, д>0,

существует счетная последовательность интервалов Д4=(р,/, щ") такая, 
что для каждого ц^Д; можно указать инвариантное относительно Т(ц) 
множество S(p), т.м.ц. (G(i), Q(i), kt, k2, 0), Zc(i) —при гомео­
морфизм 6: Q(i)->2(|л), что диаграмма 

Q(i)

коммутативна.
Предположим, что можно указать такие dt и d2, dt<d2<0, что для не­

которого d:
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1) ZnZ?dld2, где Z)d,d!={||J;||s5e, ^[di, d2]} и Ddld2^Dd, содержит две связ­
ных компоненты Г/ и Г2', принадлежащих одной из связных компонент 
ГслГШг.

2) точки Г/иГг' являются точками первого типа.
Условия 1), 2) назовем условиями «малой петли».
Здесь имеет место следующая
Теорема 4. При выполнении условий «малой петли», dz—d^ 

>b—a+p, а и Ь — концы ТУ на оси z, р>0 и

1 npzdT'4p I 
о= min ——------ >l+q, g>0,

ГьТ-,:(Г1'иГ2') I НШ1 I

k — наименьшее целое положительное число такое, что T~kt<=Ue, сущест­
вует счетная последовательность А,= (р/, щ"), А^ПЛ;2=6.,л, такая, что для 
каждого реД; можно указать инвариантное относительно 7(р) множество 
2(g), т.м.ц. Q(z), kt, k2, о) c при i-+°° и гомеоморфизм
Q(i) ->2(ц), что диаграмма, аналогичная (*), будет коммутативна.

Замечание. Теорема 1 дает математическое обоснование явлению 
возникновения биений, ранее объяснявшихся (9) на основе метода усред­
нения. Из теоремы же 3, 4 следует, что при исчезновении; устойчивого пе­
риодического может возникнуть устойчивое предельное множество слож­
ной структуры, для объяснения поведения фазовой точки в котором, вооб­
ще говоря, требуется уже статистическое описание. Другой случай суще­
ствования предельного множества аналогичной природы в устойчивом 
кольце рассмотрен в (10). На наш взгляд, вопросы, рассмотренные как 
здесь, так и в (10), имеют вполне определенное отношение к тому кругу 
идей, который связан с задачей возникновения турбулентности в системах 
неконсервативного происхождения.
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