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Пусть в круге К= {| z | < 1} задана измеримая характеристика ц(г), 
j р (z) | <1, a f(z) — гомеоморфизм круга U на себя с локально интегрируе­
мыми обобщенными производными и характеристикой p(z) =/z(z)/'/z(z).

В работе рассматриваются два вопроса:
1. Как ведет себя отображение /(z) при приближении к единичной ок­

ружности 5'—’ {| z | =1}? В (J приведена лемма Куранта: если

Jj (l-lp(z) I) 1 do<o°,

то обратный гомеоморфизм р1 (z) можно продолжить до непрерывного 
отображения замкнутого круга на себя. Мы доказываем теорему 1, содер­
жащую обобщение леммы Куранта и необходимые условия для того, что­
бы дуга стягивалась в точку или две точки переходили в одну и ту же дугу.

2. Как ведет себя отображение вблизи внутренних особых точек? Обо­
значим через Е множество точек вырождения характеристики ц(г), т. е. 
тех точек, в окрестности которых функция (1—| p(z) |)_1 не ограничена. 
Пусть z^UKE и /(z) — гомеоморфизм K\{z0} в себя с характеристикой 
ц(г) и обобщенными производными, локально интегрируемыми в t7\{z0}. 
Когда можно /(z) продолжить до гомеоморфизма всего круга? Насколько 
гладким будет это продолжение? Известно (2), что для существования 
продолжения необходимо, чтобы

lim
Го->0

и достаточно, чтобы

2л 1ЖI
(J О

lim
Го->О

I'1—и (ге'ф) в"-2“₽|и
J Т \ 1— 1 pt (re;<p) 12
г о О

Кроме того, если z0 — изолированная точка множества Е и

И 1дО) I
1—l|l(z) I

<. <Х)
•)

то отображение конформно в точке z0, т. е. существует (*)

lim
2->20 z-z0

Мы вводим другие ограничения на характеристику ц(г), гарантирую­
щие существование продолжения и

¥= 0, °°.
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Приведем необходимые определения и обозначения.
Определение 1. Предельным множеством C(j. z) 

точки z при отображении /(z) называется множество таких то 
чек w, для которых существует последовательность {z„}, z„^U, удовлетво­
ряющая двум условиям:

1) lim z„=z, 2)lim/(z„) =w.

C(j,A) = U C(f,z) для любого A<=U.
z^A

Можно доказать, что: 1) С(/, 5) =5, 2) С (/, Л) связно для любого 
связного множества А (т. е. предельным множеством дуги может быть 
только дуга или точка); 3) если i=0, 1, ..., и то р(С(/, £,■),
С(f, £))->0, где р — обычное расстояние между множествами,

р(А, 5)=inf {|z!—z2|, z^M, z2eB}.

Чтобы исследовать зависимость поведения отображения J(z) от харак­
теристики p(z) при приближении к окружности 5, нам понадобится сле­
дующая оценка искажения модулей параллелограммов.

Лемма 1. Пусть j{z) — гомеоморфизм с интегрируемыми обобщен­
ными производными и характеристикой p(z) (|p(z) |<1 почти всюду) 
параллелограмма R с вершинами (0, 0), (0, Ь); (a, a tg а); (a, bMatga) 
на область R такую, что

\f(fl+i{y+a tg а)) —f(iy) | >а', \f(x+i(x tg a+b)) —f(x+ix tg ex) j
и площадь четырехсторонника R S ( l{) '-ба'Ь'. Тогда

11—p(z) i2 \
1—lp(z) I2/

a'
---------Ю

b'
I l+p(z) g2i42

1—lp(z) I2

Предположим теперь, что обобщенные производные функции /(з) ин­
тегрируемы в любом прямоугольнике Re = {а<у<р, а<х<Ь— е}, е>0, 
но не во всем прямоугольнике /?={а<у<р, а<х<Ъ}. Обозначим через 
Q и Qc образцы прямоугольников R и Re, т. е. Q=j(R), Если мо­
дуль М (Q) четырехугольника Q бесконечен, то модули М (Qc) неограни­
ченно возрастают с убыванием е. К каждому /к применима лемма 1, и, сле­
довательно,

Ип1 v_0.
1-lp(z)|2/

Отсюда, используя теорему Б. Леви, получаем

Р’(! dx
П+цР)Р\

l-l.nl / (*)

Рассмотрим три точки на единичной окружности: Zi=e'ri, z2=e,J. u?=e!<p.
Л емма 2. Если C(f, Zi)=C(f, z2)=w, то одна из дуг окружности S с 

концами в точках zt и z-2 стягивается в точку w, т. е. для любой точки z из 
этой дуги С(j, z')=w.

Пусть дуга Л = {е||р, a<<pCfJ} стягивается в точку. Переходя с помощью 
функции логарифма к отображениям прямоугольников на четырехсторон­
ники, аналогично (-) получим, что для любого Го, 0<Г()< 1,
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Лемма 3. Если A^S — дуга единичной окружности и C(J, zj — 
=С(f, гг)=А, то для одной из дуг зтой окружности с концами в точках zt 
и z2 (обозначим ее через В) С (f, z) =А для любой точки z из В.

Когда 5={eltf, c^’S(p=sS3}, из леммы 1 получаем, что для любого 
б<(р- а)/2 найдется такое г0<1, что

1.^(1 11+|х (re^) e_2itfi2 dr\ 1 
1—|p,(reilp) р г /

Из лемм 2 и 3 п свойств предельных множеств следует 
Теорема 1. Пусть функция w=j(z) — гомеоморфизм круга на себя. 

Тогда'.
1) если при гомеоморфизме f(z) дуга В={е'4’, аСф'СЗ} стягивается в 

точку, то

ж i
а г0

dr |1+|х(ге,ф) е_2М2 
г 1—|p,(re!lp) I2

2) если C(f, z^flCfj, zA^AT, Zi=eia, z2=ei13, то для любого 6<miii{(,B— 
—а)/2, л— ([}—а)/2} найдется такое г0, 0<г0<1, что

7 лм,+м7'Т'-»
J. \ J r 1-1 lx(re'”) I2 /

или

3

2Я+Г 7 f dr |1 + ц(гЛф)е-2-|2\ n
1 MJ r -J

[э + 0 r.j ‘ x '

) если для любых a, $ и r0

p , / (dr |1+и(ге‘ф)<ММ2\J'MJr ) ~0,

то обратный гомеоморфизм z=f~'(w) можно продолжить до непрерывного 
отображения замкнутого круга на себя.

Пусть теперь z0 — особая точка характеристики p(z) — внутренняя 
точка круга U, a /(z) —гомеоморфизм t7\{z0} в себя. Без ограничения 
общности можпо считать, что z0=O и С(/, 5) <=5. Положим a(z) =
=arg p(z)—argz.

Теорема 2. Если для некоторого ср, —л/2<ф<л/2, характеристики 
pt(z) удовлетворяет условиям-.

Hip(z) I-I |pi(z) I— cos2а(z) I 7
„ ------- (1-|,1(г) !2) |г|2--------

И I [X (z) I • 11 pi (z) | +cos 2 (a (z) +cp) I 
--------------------------------------------- d c < =°,

(l-|p(z)|2)|z|2
to f(z) можно продолжить до гомеоморфизма всего круга U и существует

Т '/С2)1
lim——— 0. =».
2 —* о \z\

Можно привести примеры, показывающие, что при любом ср эти усло­
вия не достаточны для существования

lim [f (z)/z] =/=0, оо.
z->0
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Доказательство теоремы 2 основывается на лемме 1 и одной теореме 
Тейхмюллера (С), стр. 663). Для квазиконформных отображений такая 
теорема доказана в (3).
Новосибирский институт Поступило
народного хозяйства 17 V1974
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